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Konventionen

In Vorwegnahme sdmtlicher Ausfithrungen sollen bereits hier einige Konventionen
festgelegt werden. Man erinnere sich an diese kurze Aufstellung, sollten sich beim
Lesen des Textes Unklarheiten ergeben.

Die allgemeine vierdimensionale Abbildung, die in dieser Arbeit untersucht
werden soll, wird durchgéngig mit

Ma,F bzw. Maﬁ,f

bezeichnet, wobei a, F', § und f jeweils die Parameter bezeichnen, durch die die
Abbildung eindeutig festgelegt ist.

Fiir viele Ausfithrungen wird eine umskalierte Abbildung — entsprechend Glei-
chung (1.15) — benétigt, die durchgingig mit einer Tilde versehen wird, also:

Ma,F bzw. Maﬁ,f-

Jede weitere Abbildung, die in dieser Skalierung zu verstehen ist, wird ebenfalls
mit einer Tilde versehen.

Um die in der vierdimensionalen Abbildungen enthaltenen beiden zweidimen-
sionalen Abbildungen gesondert zu kennzeichnen, sollen die folgenden Symbole
verwandt werden:

() W) () W)
Myap o My baw. M. MY,

Hierbei bezeichnet Mc(fg s den (z,u)-Anteil und Mc(f% s den (y,v)-Anteil von
Map,-

Bei der Betrachtung zweier wichtiger Spezialfille entkoppeln die Abbildungen
M (i 5.0 und MY 5 voneinander, und es empfiehlt sich, fiir diese Spezialfille neue
Symbole emzufuhren Samtliche zweidimensionalen Abbildung, die in der (z,u)-
Ebene operieren werden mit einem Balken versehen, also:

M, ;.

Séamtliche zweidimensionalen Abbildungen in der (y,v)-Ebene werden mit einem
Dach versehen:

~

M.
Alle Abbildungen, die nur zeitweilig fiir Rechnungen benotigt werden und sich aus
den obigen ableiten lassen, sollen mit einem Brevis gekennzeichnet werden, also:

Ma,@f bzw. Mohf'
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Einleitung

Ladies and gentleman, attention, please!
Come in close where everyone can see!
I got a tale to tell, it isn’t gonna cost a dime!
(And if you believe that,
we’re gonna get along just fine.)

STEVE EARLE “SNAKE OIL”

In dieser Arbeit soll die Bewegung eines geladenen Teilchens in einem zeitlich
konstanten, homogenen Magnetfeld unter der Einwirkung eines zeitlich periodi-
schen, ortsabhéngigen elektrischen Feldes analysiert werden. Dabei soll die Wir-
kung des elektrischen Feldes auf das Teilchen als so kurz erachtet werden, daf§ sich
die Zeitabhangigkeit gut durch eine Folge zeitlich dquidistanter )—Impulse appro-
ximieren l&8t. Ein so approximiertes Feld wird auch als Kick—Feld bezeichnet, die
zeitliche Frequenz des elektrischen Feldes soll daher Kick—Frequenz genannt wer-
den. Ferner sei vorausgesetzt, dafi das elektrische Feld transversal zum Magnet-
feld ist, das heifit, die beiden Felder sollen einen konstanten Winkel zueinander
einschliefen. Der Winkel zwischen dem elektrischen Feld und der zum Magnetfeld
orthogonalen Richtung soll mit g bezeichnet werden.

Um ein aus dynamischer Sicht leichter handhabbares Modell zu erhalten, sol-
len sdmtliche dissipativen Eigenschaften des physikalischen Systems, also zum
Beispiel die Zyklotronstrahlung, vernachléssigt werden. Auf diese Weise erhélt
man ein Hamilton-System, bestehend aus einem harmonischen Oszillator und
einer freien Teilchenpropagation, die iiber einen zeitlich periodischen Storterm
miteinander gekoppelt sind. Die Bewegungsgleichungen dieses Hamilton—Systems
kénnen dann durch Iteration einer vierdimensionalen Abbildung gelost werden. Da
die Zeitabhangigkeit des elektrischen Feldes durch eine Folge von d—Impulsen ap-
proximiert wird, ist es moglich, fiir diese Abbildung einen analytischen Ausdruck
anzugeben. Diese Abbildung ist abhéngig von dem oben genannten Winkel 3, dem
Verhéltnis der Zyklotronfrequenz des Magnetfeldes zur Kick—Frequenz, im folgen-
den auch mit « bezeichnet, und der Ortsabhéngigkeit des elektrischen Feldes. Ein
Grof3teil der vorliegenden Arbeit beschéftigt sich mit der Analyse der Dynamik
dieser Abbildung.

Das hier vorgestellte System und die daraus resultierende Abbildung ist ein
wichtiges Modell der Plasmaphysik. Es wurde erstmalig eingefiihrt von Zaslav-
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Einleitung 3

sky und Mitarbeitern [1, 2], wobei die Ortsabhingigkeit des elektrischen Fel-
des sinusformig (das heifit antisymmetrisch und periodisch) gewéhlt wurde. Ei-
ne derartige Ortsabhéngigkeit entspricht einer stehenden Welle, wie sie in einem
Hohlraumresonator erzeugt werden kann. Neben dem Phasenportrait des Systems
wurde vornehmlich das diffusive Energiewachstum des Systems untersucht. Von
besonderem Interesse ist, dafl sich das System in zwei Grenzfillen auf zwei wohl-
bekannte, viel diskutierte zweidimensionale Abbildungen reduzieren laf3t.

Fiir den Grenzfall 5 = 0, das heifit in dem Fall, wo das elektrische Feld senk-
recht zum Magnetfeld ist, 148t sich die vierdimensionale Abbildung auf die eben-
falls von Zaslavsky und Mitarbeitern eingefiihrte Netzabbildung (englisch: web
map) reduzieren [3, 4]. Wie der Name bereits ausdriickt, erzeugt die Netzabbil-
dung bei bestimmten Parameterwerten o im Phasenraum eine netzartige Struktur,
die allgemein als Stochastisches Netz bezeichnet wird. Die Netzabbildung zéhlt da-
her zu einer der interessantesten zweidimensionalen konservativen Abbildungen.
Auch bei der Netzabbildung wurden viele Untersuchungen beziiglich des diffusiven
Energiewachstums durchgefiihrt.

Fiir den Grenzfall § = 7/2, das heifit in dem Fall, dafl elektrisches und ma-
gnetisches Feld parallel zueinander sind, kann die vierdimensionale Abbildung
auf die von Taylor und Chirikov eingefithrte Standardabbildung [5, 6] reduziert
werden. Die Standardabbildung spielt eine herausragende Rolle in der Theorie
der Twist—Abbildungen und ist das einfachste System, mit dem die Ergebnisse
der KAM-Theorie anschaulich demonstriert werden kénnen. Die Standardabbil-
dung zeigt damit auf einfache Weise eine universelle Struktur, wie sie auch in
zahlreichen anderen System zu finden ist. Auch diese Abbildung zeigt diffusives
Energiewachstum, das Gegenstand zahlreicher Untersuchung ist.

Sowohl bei der Netzabbildung als auch bei der Standardabbildung ist eine si-
nusformige Ortsabhédngigkeit des elektrischen Feldes vorausgesetzt. In der vorlie-
genden Diplomarbeit soll nun vornehmlich eine alternative Ortsabhéngigkeit des
elektrischen Feldes, die weiterhin antisymmetrisch, jedoch nicht mehr periodisch
ist, und deren Auswirkung auf die Dynamik untersucht werden. Die meisten Un-
tersuchungen werden anhand einer signumférmigen Ortsabhéingigkeit mit stetigem
Ubergang durchgefiihrt. Eine derartige Ortsabhiingigkeit kann zum Beispiel durch
eine homogene Raumladungsschicht konstanter Breite, die zeitlich oszilliert, rea-
lisiert werden.

Es soll eine detaillierte Analyse des Phasenportraits dieses Systems in Ab-
hiingigkeit von den Parametern o und 8 sowie der Breite des Ubergangsgebie-
tes (der Schichtbreite) vorgenommen werden. Dabei werden die oben genannten
Grenzfille § = 0 und § = 7/2 gesondert beriicksichtigt. Es wird sich heraus-
stellen, da die Dynamik im Grenzfall 5 = 0 ebenfalls ein Stochastisches Netz
im Phasenraum erzeugt, obgleich die Ortsabhéngigkeit nicht mehr periodisch ist.
Der Aufbaumechanismus dieses Stochastischen Netzes ist jedoch grundverschieden
von dem der Netzabbildung. Die genauen Unterschiede der Dynamik zu dem Fall
einer sinusférmigen Ortsabhéngigkeit sollen verdeutlicht werden. Betrachtungen
beziiglich des diffusiven Energiewachstums sollen, trotz ihrer nicht unbedeutenden
physikalischen Bedeutung, in dieser Arbeit jedoch nicht durchgefiihrt werden.



Einleitung 6

Die Arbeit ist in sechs Kapitel gegliedert, von denen sich die ersten drei mit
rechentechnischen und mathematischen Vorbereitungen befassen und die letzten
drei mit der Dynamik des Systems. Im ersten Kapitel wird erkldrt, wie sich die
Abbildung konkret aus dem physikalischen System gewinnen lafit. Im zweiten
Kapitel werden #dquivalente Darstellungen der Abbildung diskutiert und die Ver-
bindung zu einem von Krug und Schwigerl diskutierten System [7] hergestellt.
Das dritte Kapitel ist eine allgemeine Einfithrung in die Theorie der Symmetri-
en und Umkehrenden Symmetrien diskreter dynamischer Systeme. Der Grenzfall
f = 0 (Magnetfeld und elektrisches Feld senkrecht zueinander) wird im vierten
Kapitel besprochen, wobei ein neuer Aufbaumechanismus fiir Stochastische Net-
ze erlautert und mit dem von der Netzabbildung her bekannten verglichen wird.
Es wird eine vollstindige, mathematisch exakte Analyse des reguldren Anteils
des Dynamik gegeben. Kapitel fiinf behandelt den anderen Grenzfall 5 = 7/2
(Magnetfeld und elektrisches Feld parallel zueinander), wobei unter anderem ein
kurzer Einblick in die Dynamik der Standardabbildung gegeben wird. Das sechste
Kapitel beschéftig sich schliefSlich mit der vierdimensionalen Dynamik, wobei ins-
besondere untersucht werden soll, wie sich diese Dynamik in der Ndhe der beiden
bekannten Grenzfille verhélt.



Kapitel 1
Die Abbildung

1.1 Herleitung aus dem Modell

Wie bereits in der Einleitung erldutert, soll die Bewegung eines geladenen Teil-
chens im homogenen Magnetfeld unter dem Einfluf} eines zeitperiodischen elek-
trischen Feldes, das nur jeweils fiir kleine Zeitintervalle von null verschieden ist,
betrachtet werden. Sofern diese Zeitintervalle gegeniiber der zeitlichen Periode
vernachlassigbar klein sind, iibt das elektrische Feld kurze Stéfe auf das Teilchen
aus. Der Einfachheit halber soll angenommen werden, dafl die Wirkung des elek-
trischen Feldes auf das Teilchen durch eine Folge von d—Impulsen, die durch einen
ortsabhingigen Vorfaktor gewichtet sind, beschrieben werden kann.

Unter Vernachléssigung aller dissipativen Effekte, lassen sich dann die Bewe-
gungsgleichungen des Systems aus einer Hamilton-Funktion der folgenden Gestalt
herleiten:

H (21,22, 23,01,02,03,t) = Ho(x1, 22, T3, p1, P2, P3)
+V (z1, 0, 23)T Y 6(t —nT). (1.1)

Hierbei soll Hy(x1, xs, T3, p1, P2, p3) die ungestorte Bewegung des Teilchens im ho-
mogenen Magnetfeld beschreiben und 7' die zeitliche Periode des elektrischen Fel-
des bedeuten. V' (1, x9, x3) ist der erwéihnte ortsabhéngige Gewichtungsfaktor der
0—Impulse; da er die Dimension einer Energie hat, soll er im folgenden als Kick—
Potential bezeichnet werden. Der Faktor 7" vor der Summe ist hierbei notwendig,
um diese dimensionslos zu machen; es gilt ja die Identitét 6(¢/T—n) = To(t—nT).

Das Koordinatensystem sei so gewéhlt, dafl das magnetische Feld in x3—
Richtung weist. Dann ist Hy von der einfachen Gestalt

B R AR )

Ho(x1, 22, 23, p1,02,03) = o + 5 ; (1.2)

wobei m die Masse des Teilchen und w, die Zyklotronfrequenz bedeuten. Offenbar
kann Hy auch als Summe dreier Hamilton—Funktionen aufgefafit werden, von de-
nen zwei eine harmonische Oszillation in x;— bzw. xo—Richtung beschreiben und
die dritte die Bewegung eines freien Teilchens in z3—Richtung.

7



Kapitel 1. Die Abbildung 8

Man erkennt ferner, daf§ die ungestérte Bewegung in x,-Richtung bis auf ei-
ne mogliche Phasenverschiebung vollkommen &quivalent zur Bewegung in x,—
Richtung ist. Da es wiinschenswert ist, die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems
weitestgehend zu reduzieren, und die Bewegung in zo—Richtung nichts entschei-
dend Neues darstellt, soll von nun an davon ausgegangen werden, dafl V' nicht von
x9 abhéngt, also V' = V (21, x3) gilt. Hierdurch wird die Bewegung in z5—Richtung
von der in z;— und x3—Richtung entkoppelt und mufl im folgenden nicht mehr
beriicksichtigt werden. Man verbleibt also mit einem Hamilton—System mit 2%
Freiheitsgraden der folgenden Gestalt:

H<~T17x37p17p37 t) = H0<x17x37p17p3) + V<x17'r3)T Z 5<t - nT) (13&)

lt 2 2 2.2
pl +p3 mwcxl

H = . 1.3b

o(z1, z3, p1,p3) ™ + 9 ( )

Es ist allgemein iiblich, ein System mit kontinuierlichem Zeitverlauf, dessen
Zeitabhéngigkeit periodisch mit der Periode T' ist, dadurch in ein System mit
diskretem Zeitverlauf zu iiberfithren, daff man einen Poincaré-Schnitt einfiihrt,
bei dem die Systemzustdnde nur zu den Zeitpunkten n7 fiir n € Z festgehalten
werden. Bei einem Kick-System wie (1.3a) hat man den Vorteil, daf} die Bewe-
gung zwischen den Kicks allein durch die Hamilton—Funktion Hy beschrieben wird,
deren Fluf} in diesem Fall integrabel ist. Hierdurch ist es moglich, die Poincaré-
Abbildung analytisch zu bestimmen. Man muf sich jedoch darauf versténdigen,
die Systemzustéinde entweder vor oder nach den Kicks zu notieren. Es wird sich
zeigen, dafl beide Moglichkeiten auf zwei zueinander topologisch konjugierte Ab-
bildungen fiihren.

Die zu dem oben eingefiihrten Poincaré—Schnitt gehorige Poincaré—Abbildung,
das heifit diejenige Abbildung, die einem Systemzustand (z1,p;,x3,p3) den Zu-
stand nach Verstreichen der Zeit T' zuordnet, werde im folgenden mit M bezeich-
net. M setzt sich zusammen aus dem FluBl ®; von H, und einer Abbildung Wy,
die den Einflufl des Kicks auf das System beschreibt und im folgenden als Kick—
Abbildung bezeichnet werden soll.

Notiert man den Zustand des Systems vor dem Kick, so erhélt man als Poin-
caré—Abbildung offensichtlich

Betrachtet man hingegen umgekehrt den Systemzustand nach dem Kick, so erhalt
man entsprechend
M =Ty o Py (1.5)

Da der Flul von Hj ein Diffeomorphismus ist, erkennt man leicht, dafl M und M
zueinander topologisch konjugiert sind:

M = &7 o Mo &, (1.6)
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Im folgenden seien alle Betrachtungen auf M beschrinkt. Eine ausfithrliche Aufli-
stung samtlicher zu M konjugierten Poincaré—Abbildungen findet sich im folgen-
den Abschnitt und im Kapitel 2.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafl die Kick—Abbildung Wy keinen
Einflu} auf den Ort des Teilchens haben kann, sondern allein auf die Impulse p;
und ps wirkt, da V' allein ortsabhéngig ist. Integriert man die Bewegungsgleichun-

gen des Systems um einen der Zeitpunkte n7T" herum, so erhélt man den folgenden
Ausdruck:

T ajl
Uy : P1 p1+ TF (21, 23) (1.7a)
xs3 xs3
D3 ps + TF5(xq, 3)
mit
A oV
E = —a (.Tl,.l’g) s 1= 1,3 (17b)

2

Die F; haben die Dimension einer Kraft und als negative Ableitungen des Kick—
Potentials wiirde es Sinn machen, sie als “Kick—Kréfte” zu bezeichnen. Diese
Bezeichnung ist jedoch sprachlich ungeschickt und da viele der nun folgenden
Ausfiihrungen eher mathematischer Art sind, sollen die F; von nun an Kick-
Funktionen genannt werden.

Zur Bestimmung der Poincaré—Abbildung fehlt noch ein Ausdruck fiir den un-
gestorten Flul &1. Hj ist die Summe zweier voneinander unabhingiger Hamilton—
Funktionen (harmonische Oszillation in z;—Richtung und freie Bewegung in x3—
Richtung). Man kann zeigen, dafl sich der Flufl ®; als Komposition der Fliisse
dieser beiden entkoppelten Hamilton—Systeme schreiben 148t, also:

oy =M 0 0P = 0P o Y. (1.8)

@g} ) und <I>§? ) sind aber auf einfache Weise zu bestimmen. Fiir die harmonische
Ostzillation des Teilchens in x;-Richtung mit der Frequenz w, in der Zeitspanne T’
gilt:

1 cos w.I’' % 0 0 1
- i T cosw,aA 0 0 P1
.| P Mw, Sin W, . L
LR 0 0 10 ||w ]| Y
D3 0 0 01 Ps3
und fiir die freie Bewegung in x3—Richtung in der Zeitspanne T ergibt sich:
T 1 00 O T
(2) . P1 010 0 P1
ARl I ) B vl | (1.10)
D3 0 00 1 D3
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Insgesamt erhélt man also die folgende Poincaré—Abbildung:

T cos w1 % 0 O T

Mol P | e sinw,I" cosw,I 0 9 p1+ TFi (21, x3)
xI3 0 0 1 m xs3
p3 0 0 0 1 ps + TFs(21, 73)

(1.11)

In dieser Darstellung hingt die Abbildung M noch von der Frequenz w,, der

Periodendauer 7', der Masse m und von den Kick—Funktionen F; ab. Um die

Anzahl der Parameter zu reduzieren, empfiehlt es sich, die Koordinaten wie folgt
zu skalieren:

T T
r=x , w= -2 ., Yy=umx3 |, v:ﬁ, (1.12a)
m m
wobei zur weiteren Vereinfachung die Kick—Funktionen F} ebenfalls neu skaliert

werden:

TQF Z, TQ}% Z,

Berticksichtigt man, dafl z1,z3 die Dimension einer Lange, p;,ps die Dimension ei-
nes Impulses und F 1,F’2 die Dimension einer Kraft haben, so erkennt man, daf3 alle
neu definierten Gréfen die Dimension einer Léange haben. Im folgenden werden F),
und F} der Einfachheit halber héufig zu einer zweidimensionalen Kick-Funktion
F zusammengefafit.

Mit Hilfe dieser Umskalierung und der Abkiirzung

a=wT (1.13)
vereinfacht sich die Poincaré—Abbildung M schlieBlich zu:
x COS (v % 0 0 x
u —asina cosa 0 0 u+ Fp(x,y)
Mo, F v |7 0 0 1 1 y (1.14)
v 0 0 01 v+ Fy(z,y)

Diese Abbildung ist nur noch von dem Winkel o und der zweidimensionalen Kick—
Funktion F abhingig. Im folgenden soll die Abbildung immer mit diesen beiden
Groflen indiziert werden.

1.2 Aquivalente Darstellung

Es ist moglich die Abbildung M, r durch Umskalierung der Koordinaten weiter
zu vereinfachen. Der Einfachheit halber werden von nun an keine neuen Symbole
mehr eingefiihrt:

Var — x

S
w — Fu(z,y) . F,(z/Va,y) = Fy(z,y). (1.15)

u y—vy o, VvV — v
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Hiermit 148t sich M, r vereinfachen zu

T cosae sina 0 O z

- | u —sina cosa 0 0 u+ Fy(z,y)

Mo . ; ; L y (1.16)
v 0 0 01 v+ Fy(z,y)

Diese Darstellung hat den Vorteil, daf§ sich die Formeln um einen Vorfaktor «
bzw. 1/a vereinfachen, gerade bei sehr aufwendigen Uberlegungen soll hiervon
spater Gebrauch gemacht werden. Zudem ist @7 in dieser Skalierung eine reine
Drehung in der (x,u)-Ebene, und es zeigt sich, dafl hierdurch das Phasenportrait
in dieser Ebene eine symmetrischere Gestalt annimmt. Jedoch hat diese Skalierung
den Nachteil, daf§ sie im Grenzfall & — 0 nicht mehr topologisch konjugiert zur
urspriinglichen Abbildung (1.14) ist (zum Beispiel divergiert das erste Argument
in der Kick—Funktion F).

Der Grenzfall o — 0 entspricht im physikalischen System gerade dem Ab-
schalten des magnetischen Feldes. M,—o r beschreibt dann die zweidimensionale
Bewegung eines freien Teilchens unter dem Einflul des Kick—Potentials, dieser
Grenzfall kann von ]\Zfa, r nicht mehr erfalt werden. Aus diesem Grunde sollen alle
Uberlegungen iiber die allgemeine vierdimensionale Abbildung anhand von M,y r
durchgefiihrt werden. Wenn im folgenden nichts anderes gesagt wird, ist immer
die Abbildung von der Gestalt (1.14) gemeint.

Dagegen sind die Ausfithrungen in Kapitel 4 nur fiir & > 0 von Interesse, und
gerade dort wird sich die Skalierung (1.15) als sinnvoll erweisen.

1.3 n—te Iterierte der Abbildung

Fiir spatere Betrachtungen wird es sich als wichtig erweisen, die n—te Iterierte der
Abbildung M, r in der folgenden Gestalt zu betrachten:

x T cos na + = sinna 1 LFo (@, yi) sin(n — k)a
no | u —ax sin no + u cos na = F.(xg, yg) cos(n — k)a
Mors|y |2 g+ T2 DR )
v v Fy (2, yk)
(1.17a)
mit
Ty = M£7F(x, U, Y, V) €, Yk = MQF(:L’,u,y,v) - €. (1.17b)

€z,6y sind dabei die vierdimensionalen Einheitsvektoren in z— bzw. y-Richtung.
Leider ist dies keine in sich geschlossene Form. Zur Berechnung der n—ten Iterierten
benotigt man sémtliche (x,y)-Paare der 1,. .., (n—1)-ten Iterierten. Es wird sich
jedoch zeigen, dafl mit Hilfe von (1.17a) und speziell gewéhltem F' sich einige ex-
akte Schluflfolgerungen iiber die Periodizitéit bestimmter Bereiche im Phasenraum
treffen lassen (siehe hierzu weiter unten). (1.17a) 148t sich mittels vollsténdiger
Induktion nach n wie folgt beweisen:



Kapitel 1. Die Abbildung 12

IA: n = 1. Es ist klar, daf (1.17a) fiir n = 1 in die Abbildung M, r gemaB (1.14)
iibergeht.

IV: (1.17a) sei fiir n > 1 bewiesen.

IS: n — n + 1. Gegeben sein ein beliebiger Anfangspunkt (z,u,y,v) € R*. Die
k—ten Iterierten dieses Punktes sollen wie folgt abgekiirzt werden:

(xka Uk Yk, 'Uk;) - M£7F($7 u,y, ’U)'

Nun gilt MZ3H = M, o M3, . Schreibt man (1.14) entsprechend um, so
erhélt man:

Tpi1 Ty cosa+ (U, + Frp(xn, yn)) Siga
Uns1 | | —axpsina+ (u, + Fi(@n, yn)) cosa
Yn+1 Yn + Un + Fy(xna yn)
Una1 Un + Fy(Tn, Yn)
Nach IV sind die ,,, Uy, Yn, v, bereits durch (1.17a) gegeben. Eingesetzt folgt
dann:
u n—1 )
Tpi1 = <:c cosna + —sinna + Y —Fy (g, y) sin(n — k;)a) oS (v
! e’

n—1
+ <—oz:v sinna +wcosna + Y Fy(y, yi) cos(n — k)o + Fy(z, yn)>
k=0

"1
= xzcos(n+1)a+ 4 sin(n+ 1)a+ Y —Fy(zg, ye)sin(n + 1 — k)a
oY = o

n—1
1
Upr1 = —« ((;1: cosna + — sin na + > = Fy(wk, yx) sin(n — k;)a) sin «v
a e’

sin o

«

n—1
+ <—oz:v sinna +wcosna + » Fy(y, yi) cos(n — k)o + Fy(z, yn)> COS (v

k=0

= —azsin(n+ )a+ucos(n+ L)a+ Y Fy(xg, yx) cos(n + 1 — k)a

k=0
n—1 n—1

Yni1 = y+nv+ > (n—k)Fy(xp,ye) +v+ > Fylzr ye) + Fy(@n, yn)
k=0 k=0

=y (Dot S L R)F ()

k=0
n—1
Upy1 = U + Z Fy(xka yk) + Fy(l‘na yn)
k=0

= v+ Z Fy(xkayk)
k=0

Die Endformeln sind jeweils gleich denen, die sich fiir n+1 aus (1.17a) ergeben
wiirden. Da (z,u,y, v) beliebig gewidhlt wurde, ist hiermit (1.17a) bewiesen.

O
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1.4 Einschrinkung der Kick—Potentiale

Alle bisherigen Uberlegungen gelten fiir beliebige Kick-Potentiale V' und damit
auch fiir beliebige Kick—Funktionen F'. Die Untersuchungen seien jedoch auf Kick—
Potentiale beschrinkt, deren Aquipotentiallinien parallel zu einer beliebigen Ge-
raden durch den Nullpunkt sind. Anschaulich gesprochen sollen nur diejenigen
Kick-Potentiale betrachtet werden, bei denen das Teilchen in Richtung einer Ge-
rade durch den Ursprung gekickt wird. Das heifit, das elektrische Feld soll eine
einheitliche Richtung haben und mit dem homogenen Magnetfeld einen konstan-
ten Winkel einschlieen. Man macht sich schnell klar, daf§ eine derartige Klasse
von Kick—Potentialen die allgemeine Gestalt

V(z,y) = v(xcos f + ysin 5) (1.18a)

hat, wobei  den Winkel der Aquipotentiallinien mit der y-Achse bezeichnet.
Weiterhin soll die Klasse der betrachteten Kick—Potentiale auf gerade Funktionen
v beschrénkt sein:

v(z) = v(—1). (1.18b)

Durch Differenzieren von (1.18a) erhélt man in der Skalierung (1.12) samtliche
in Frage kommenden Kick-Funktionen:

Fo(z,y) = cosBf(xcosf+ ysinfj)
Fy(z,y) = sinff(zcosf + ysinf) (1.19a)
mit
2
flz) = —%v’(w)- (1.19b)

Es sei angemerkt, dal f eine ungerade Funktion ist, sofern v, wie vorausgesetzt,
gerade ist. Im folgenden sei die Kick-Funktion F' immer von der Gestalt (1.19);
sollte ein Ergebnis auch fiir allgemeines F' giiltig sein, wird gesondert darauf hin-
gewiesen (siehe Kapitel 2).

Durch die obige Spezialisierung der Kick-Funktionen ist die Poincaré—
Abbildung M, r von einem weiteren Winkel 8 abhéangig, dafiir aber nur noch von
einer eindimensionalen Kick—Funktion f. Im folgenden soll daher fiir die Poin-
caré-Abbildung M, s s geschrieben werden:

sin «

x Cos v = 00 x
M | u —asina cosa 0 0 u + cos S f(xcos 5+ ysin B)
bl oy 0 0 11 y
v 0 0 01 v+ sin Sf(x cos B+ ysin )

(1.20)

Anhand der Matrixdarstellung erkennt man deutlich, daf3 sich M, g ; aus zwei
zweidimensionalen Abbildungen zusammensetzt, die iiber die Kick—Funktion f
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miteinander gekoppelt sind. Um diese beiden im wesentlichen getrennt voneinan-
der arbeitenden Dynamiken hervorzuheben, soll die Abbildung auch in der folgen-
den Form geschrieben werden:

@ [ cosor e x
M. (u ) ~ ( —asina cosa ) ( u + cos Bf(x cos B+ ysin 3) ) (1.21a)

und

W (Y L1 y
Ma,ﬁ,f'<v>H<O 1)<v+sinﬁf(:ccosﬁ+ysin5)>' (1.21b)

Bei dieser Schreibweise ist jedoch zu beachten, daf MS‘% s und M(iyg s im allge-
meinen miteinander gekoppelt sind (Ma(éxg s ist von y und Méy% 7 von z abhéingig
abhéngig) und somit formal keine zweidimensionalen Abbildungen sind. M(i g f

soll im folgenden auch als (z, u)—-Abbildung bzw. ~Dynamik und M, éy% s als (y,v)-
Abbildung bzw. ~Dynamik bezeichnet werden.

Fiir die wichtigen Spezialfille 5 = 0 und f = 7/2 sind M f und Mo(éyﬁ /
voneinander entkoppelte zweidimensionale Abbildungen und konnen getrennt un-
tersucht werden. Anschaulich ist klar, dal das Teilchen bei § = 0 senkrecht zum
Magnetfeld und fiir 5 = 7/2 parallel dazu gekickt wird. Fiir § = 0 reduziert

sich M v ) 5.7 auf eine glelchforrmge Translationsbewegung in y—Richtung, und um-
gekehrt Verelnfacht sich M s fiir B = /2 zu einer harmonischen Oszillation in

x—Richtung. Beide Spemalfalle sollen in den nun nachfolgenden Abschnitten sowie
in den Kapiteln 4 und 5 ndher untersucht werden.

1.5 Der Fall =0

Wie im Vorherigen Abschnitt angekiindigt, entkoppeln im Fall 5 = 0 die (x,u)—

Abbildung M( 5. und die (y,v)-Abbildung Mo(f%f Setzt man in (1.21) 8 = 0 ein,
so ergibt sich:

(x) [ COS & % T
Moo ( u ) ~ < —asina cosa ) < u+ f(x) ) (1.222)
M(y)

a60f<y>'—><(1)1><g>. (1.22b)

Wie man sieht, beschreibt M(%:OJ eine einfache Translationsbewegung in y—
Richtung. Dieser Teil der Dynamik mufl daher nicht weiter betrachtet werden,
stattdessen sei das Augenmerk allein auf M O(Z%:Q s gerichtet. Im folgenden soll der
Index 8 = 0 weggelassen werden.

Die Abbildung (1.22a) wurde von Zaslavsky und Mitarbeitern fiir die spezielle
Kick—Funktion f(z) = —K sin(27x) ausfiithrlich untersucht [3, 4, 8]. Es zeigt sich,

und
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daf sich fiir dieses f und spezielle Parameterwerte o im Phasenraum eine netz-
artige Struktur ausbildet, die als Stochastisches Netz bezeichnet wird. (1.22a) in
der Skalierung (1.15) wird daher auch als Netzabbildung bezeichnet. Viele weite-
re Publikationen (zum Beispiel [9, 10, 11]) beschéftigen sich ebenfalls mit dieser
oder einer leicht abgewandelten Abbildung. Jedoch wird in fast allen Arbeiten
vorausgesetzt, dafl f zumindest eine periodische Funktion ist. In der vorliegen-
den Untersuchung soll unter anderem gezeigt werden, dafl die Bedingung einer
periodischen Kick—Funktion fiir die Ausbildung eines Stochastischen Netzes nicht
notwendig ist.

Es sei erwihnt, dafl sich (1.22a) analog zu den Ausfithrungen in Abschnitt 1.1
als Poincaré-Abbildung aus dem folgenden Hamilton-System mit 11 Freiheitsgra-

de ergibt:
2

1
H(x,p,t)zzp—m—i—zmwx +v(x Z §(t —nT). (1.23)

Setzt man in der Darstellung (1.17a) fiir die n—te Iterierte der Abbildung die

speziellen Kick-Funktionen (1.19) und anschliefend § = 0 ein, so erhélt man nach
kurzer Rechnung einen ganz entsprechenden Ausdruck fiir die n—te Iterierte von

().
Ma7f-
U 3 n— 1
@n [ T cosna + = sinna ~f k) sin(n — k)
Mar (u) ~ < —a:csinnoz—i—ucosna) Z( f(z cos(n—k)a
(1.24a)
mit
T, = Mém}"(:c,u) . (1.24Db)

Hierbei ist e, jedoch nicht vierdimensional, sondern der zweidimensionale Ein-
heitsvektor in z—Richtung. Diese Formel wird sich fiir die spétere Beweisfithrung
als sehr hilfreich erweisen. Eine genaue Untersuchung der Dynamik von (1.22a)
findet sich in Kapitel 4.

1.6 Der Fall =75

Ganz entsprechend dem vorherigen Abschnitt ergibt sich fiir den Grenzfall § =

7/2 aus (1.21):
(z) | x Cos o % x
Maﬁ:”/Qvf : ( u ) i < —asina  cosa ) < U ) (1.25a)

MY ( ) ) — ( (1) } ) ( Uﬂf(y) ) (1.25D)

M(%:W /2,5 Deschreibt eine ungestorte Oszillation in z—Richtung und ist auf eine
einfache Drehstreckung im Phasenraum reduziert. Dieser Teil der Dynamik kann
fiir diesen Spezialfall also vernachlissigt werden. Ferner ist M’ @) o f=r /2. f unabhéngig

und
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von dem Winkel «, daher sollen im folgenden die Indizes o und § = 7/2 fortge-
lassen werden.

Die Abbildung M J(cy) geht fiir die Kick-Funktion f(z) = —K sin(27x) in die von
Taylor und Chirikov eingefiihrte Standardabbildung [5] iber, die in zahlreichen Pu-
blikationen zitiert und diskutiert wird (zum Beispiel [6]). Die Standardabbildung
erhélt ihre besondere Bedeutung dadurch, dafl sie auf einfache Weise die Ergeb-
nisse der KAM-Theorie anschaulich demonstriert.

Wie im vorherigen Abschnitt 1&8t sich auch (1.25b) formal genauso wie in
Abschnitt 1.1 aus einem Hamilton—System der folgenden Gestalt herleiten:

2

H(z,p,t) = g—m Fo@)T S 8(t —nT). (1.26)

n=—oo

Entsprechend erhilt man aus der allgemeinen Darstellung (1.17a) fiir die n—te
Iterierte der Abbildung:

e (1) (B () e

e = M (y,0) - €. (1.27b)

mit

Dabei ist €, wieder als zweidimensionaler Einheitsvektor in y—Richtung zu verste-
hen. Auch dieser Ausdruck wird sich spéter als wichtig erweisen. Eine ausfiihrli-
chere Untersuchung der Dynamik von (1.25b) findet sich in Kapitel 5.

1.7 Beispiele fiir Kick—Potentiale

Im Rahmen dieser Arbeit sollen mehrere Kick—Potentiale bzw. Kick—Funktionen
genauer untersucht werden, die an dieser Stelle kurz vorgestellt werden. Es sollen
Kick—Potentiale v betrachtet werden, so dafl die daraus resultierende Poincaré—
Abbildung M, g ¢ im Grenzfall 8 = 0 in der (x,u)-Ebene ein Stochastisches Netz
erzeugt. Fiir eine genauere Erlauterung dieses Begriffes sei auf Kapitel 4 verwiesen.

In Vorwegnahme der Ergebnisse sei erwihnt, dafl es sowohl periodische als auch
aperiodische Kick—Potentiale gibt, die dieser Bedingung geniigen. Da die Phasen-
portraits zu periodischen Kick—Potentialen jedoch ansonsten ganz verschieden von
denen aperiodischer Kick—Potentiale sind, sollen diese beiden Klassen im folgen-
den immer getrennt voneinander betrachtet werden.

Aperiodische Kick—Potentiale

Es wird sich zeigen, dafl das aperiodische Kick—Potential

z? b .
L4+ 2 fir|z| <b
= K’ 2b 2
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zu beliebigem b > 0 der oben genannten Bedingung geniigt. Dieses v4; ist nichts
anderes als die Betragsfunktion, die um x = 0 durch ein Parabelstiick differen-
zierbar abgerundet wird. Durch Differenzieren von v4; erhélt man als zugehorige
Kick-Funktion

Fai(z) = —K{ 7 fir |x| <b (1.29)

sgn(z) fiir [z| > b

mit K = K'T?/m. f4, ist also die Signum-Funktion, die um x = 0 durch ein Ge-
radenstiick stetig verbunden ist. In dem hier vorgestellten physikalischen Modell
entspricht diese Kick-Funktion dem elektrischen Feld einer homogenen Raumla-
dungsschicht der Breite 20, die zeitperiodisch oszilliert.

Obgleich die Poincaré-Abbildung M, g ,, stiickweise linear ist, erzeugt sie im
Grenzfall 8 = 0 in der (z,u)-Ebene ein Stochastisches Netz, dessen Struktur und
Aufbaumechanismus sich vollsténdig erkldren lassen. Diese Poincaré-Abbildung
kann somit als Prototyp fiir einen moglichen Aufbaumechanismus eines Stocha-
stischen Netzes benutzt werden.

Es zeigt sich, daB fiir das Entstehen des Stochastischen Netzes nicht so sehr
die Gestalt von vy; in der Ndhe von x = 0 entscheidend ist, sondern vielmehr
dessen Asymptotik. Einige Rechnungen sollen daher an dem leicht abgewandelten
Kick-Potential

va2(7) :K'blncosh% (1.30)

durchgefiihrt werden, das im Gegensatz zu v4; beliebig oft differenzierbar ist und
sich fiir kleine b durch v4; gut approximieren laft. Aus vy ergibt sich die Kick—
Funktion

Fas(z) = —K tanh% (1.31)

mit K = K'T?/m. Es wird sich zeigen, dal v4y ganz #hnliche Phasenportraits
erzeugt wie va;.

Periodische Kick—Potentiale

Die meisten Rechnungen fiir periodische Kick—Potentiale sollen anhand von

/

vpr(x) = o cos(2mx) (1.32)

durchgefiihrt werden, also anhand der Kick—Funktion
fri(x) = =K sin(2mx) (1.33)

mit K = K'T?/m. In dem physikalischen Modell entspricht diese Kick—Funktion
dem elektrischen Feld einer stehenden Welle (zum Beispiel Hohlraumresonator),
die zeitlich oszilliert.

Die zugehorige Poincaré-Abbildung M, g ., wurde erstmalig von Zaslavsky

und Mitarbeitern eingefiihrt [1]. Die beiden Teilabbildungen M, @) und MY | zu

o, fp1 fp1?

denen sich M, 3 f,, in den Grenzfillen 8 = 0 bzw. = /2 reduziert, sind fiir die
Kick-Funktion (1.33) wohlbekannt. M (f}m ist die bereits erwéhnte Netzabbildung
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und M, C(ff}m die ebenfalls erwdhnte Standardabbildung. Fiir genauere Ausfithrun-
gen zu diesen beiden wichtigen zweidimensionalen Abbildungen sei auf die Kapitel
4 und 5 verwiesen.

Es ist bekannt, dafl auch andere periodische Kick—Potentiale ein Stochastisches
Netz erzeugen konnen. Aus diesem Grunde sollen einige wenige Rechnungen an-
hand des Kick—Potentials

K' & cos(2m(2k + 1))
or = (2k+ 1)

(1.34)

’UPQ(ZL‘) = —

durchgefiithrt werden. vpy ist eine differenzierbare periodische Funktion der Pe-
riode 1, die aus Parabelstiicken zusammengesetzt ist und die Cosinus—Funktion
approximiert. Da (1.32) formal eine Fourier—Reihe ist, wurde der Einfachheit hal-
ber vpy ebenfalls in Form einer Fourier-Reihe angegeben. Es ergibt sich die Kick-

Funktion
sin(27(2k + 1)z)

(2k +1)2

mit K = K'T?/m. fpy ist die periodisch fortgesetzte Dreiecksfunktion. Die sich
aus M, é }PQ ergebenden Netzstrukturen wurden von Yu und Parmenter [9] ausfiihr-

lich untersucht. Fiir genauere Erlduterungen sei auf das Kapitel 4.

fpa(x) = —KZ

(1.35)



Kapitel 2

Topologische Konjugiertheit

2.1 Allgemeiner Fall

Die folgenden Uberlegung gelten fiir beliebige Kick-Potentiale. Gegeben sei die
Poincaré-Abbildung M, r in der Gestalt (1.14) mit beliebiger zweidimensionaler
Kick-Funktion F'.

Mit Hilfe eines algebraischen Computer-Programmes! war es méglich, eine
ganze Klasse zueinander topologisch konjugierter Abbildungen vom Typ (1.14) zu
finden. Es zeigt sich, daB8 M, r topologisch konjugiert zu einer Abbildung M; g
mit einem anderen Winkel ¢ und einer anderen Kick-Funktion G ist. Formal gilt:

Msq = h;is,@ o Mar 0 has,p (2.1)

Dabei ist hq s, eine einparametrige Schar von Homéomorphismen (Scharparame-
ter ) — genau genommen von invertierbaren linearen Abbildungen —, die von
den Winkeln a0 und einem zusétzlichen frei wéhlbaren Winkel ¢ abhéngt. h, s,
ist von der folgenden Gestalt:

x CoS ¢ 0 —sin g 0 x
u a cos p(cos a—cos §) asindcosp asing(l—cosa)  asing U
ha Sp - — sin o dsina sin o sin o
. Y sin ¢ 0 cos 0 Y
v sin ¢ — sin ¢ cos d %‘9 0 cos v
(2.2)

Die neue Kick-Funktion G 148t sich folgendermaflen aus der alten Kick—
Funktion F' und den Transformationsparametern «, d, ¢ bestimmen:

208 (cos? p cos a + sin? © — cos § 20(sin ¢ cos (1 — cos o
Golo.y) — (cos” % ) 4 20(sin g cos o )

sin sin

5 .
MFJC(I‘COSQD — ysinp, rsing + ycos @)
asin

4 sin

3 F,(x cos ¢ — ysin g, xsin ¢ + ycos ¢) (2.3a)
sin

'Maple V Revision 2

19
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und

G, (r,y) = 2sinpcosp(l —cosa)r —2sin® (1 — cosa)y
—w&(azcosw — ysin g, rsing + y cos ¢)

a

+ cos pF,(x cos p — ysin g, xsin p + y cos p). (2.3b)

Mit Hilfe dieser allgemeinen Transformation ist es prinzipiell méglich, den Win-
kel o immer auf null zu transformieren, man muf ja nur A, s—o, fiir ein beliebiges
¢ auf M, p anwenden. Die (x,u)-Dynamik, das heifit ein entsprechend definiertes
Méml)p, hitte dann formal dieselbe Struktur, wie die (y,v)-Dynamik Méy} In der
Praxis ist ein derartiges Vorgehen jedoch in der Regel nicht sinnvoll (siehe jedoch
die Ausfiihrungen in den folgenden Abschnitten), da die neue Kick—Funktion GG
eine sehr komplizierte Gestalt annehmen kann.

Beschrénkt man sich auf Kick-Funktionen von der Gestalt (1.19), also

Fy(z,y) = cosfBf(xcosf+ysinp) (2.4)
Fy(z,y) = sinff(zcosf+ysinf) '

so erkennt man leicht, daf} die neue Kick—Funktion G fiir allgemeines «, 9, ¢ nicht
ebenfalls von dieser gewiinschten Gestalt ist. Da der Winkel ¢ in den Argumenten
der Kick—Funktion F' wie ein Drehung wirkt, konnte man annehmen, dafl ¢ bei
der Transformation nur den Winkel § beeinflu3t, jedoch verédndert sich dabei die
Gestalt der Kick—Funktion so sehr, daf§ kaum noch Aussagen moglich sind. Die
Transformation ist hier hauptséchlich aufgrund ihrer allgemeinen Gestalt ange-
geben, da sie eine ganze Klasse von Abbildungen miteinander verbindet. In den
folgenden beiden Abschnitten wird sich ein Teilaspekt der obigen Transformation
als wichtig erweisen.

2.2 Der Fall 3=0

Aus der allgemeinen Transformation des vorherigen Abschnitts 148t sich leicht eine
Formel fiir den Spezialfall 8 = 0 bestimmen, sofern man sich auf Kick—Funktionen
von der Gestalt (1.19) bzw. (2.4) beschrankt.

Betrachtet werden soll die in (1.22a) definierte Abbildung A/, ém} Da =0 in
diesem Fall fest vorgegeben ist und ¢, wie oben erwéhnt, eine Drehung in den
Argumenten der Kick—Funktion F' ist, mufl ¢ = 0 gesetzt werden. Es gilt dann:

M(gj =h %o Mg; 0 has. (2.5)

Dabei ist h, s eine zweidimensionale invertierbare lineare Abbildung — also auch
ein Homoomorphismus —, die sich aus der linken oberen 2 x 2-Matrix von (2.2)
ergibt, wobei ¢ = 0 gesetzt wird:

T 1 0 z
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Die neue Kick—Funktion ¢ ergibt sich dann ganz entsprechend durch Einsetzen
von f =9 =01in (2.3) und (2.4) zu

_ 2z6(cosa —cosd) dsina

= . 2.7
9(@) sin § ozsin5f<x) (2.7)
Beriicksichtigt man weiterhin, daf§ sich die Kick—Funktion f aus einem Kick—
Potential v ergibt, ndmlich f(z) = —%Qv’ (x), so kann man genausogut sagen, dafl
— entsprechend (1.23) — die Hamilton—-Systeme
p? 1 a\? , >
Hizpt) =2+ m (T) P o) Y o1 aT) (2.84)
und
o p2 1 ) 2 00
H(z,p,t) = o + g™ <?> 7% + z“;(a:)Tn:z_:oo o(t —nT) (2.8b)

auf zwei zueinander topologisch konjugierte Poincaré—Abbildungen fithren. Dabei
sind die Kick—Potentiale v und © wie folgt miteinander verkniipft:

2 _ .
3(z) = m 2°d(cos§ — cosa) 55111042}(96). (2.9)

T T2 sin 0 asin g
Man rechnet schnell nach, daf g(x) = —%217’(:16) gilt, sofern f(x) = —%QU/(ZL‘) ist.

2.3 Ein spezielles Kick—Potential

In diesem Abschnitt soll ein Beispiel fiir die Transformationsformel aus dem vor-
herigen Abschnitt diskutiert werden. Krug und Schwéger]l haben eine Abbildung
untersucht [7], die sich aus einer Hamilton—Funktion der folgenden Gestalt ergibt:

2 o)

H(g.p.t) =5 +v(q) Y 8(t—nT) (2.10a)

n=—oo

[(¢ —2q0)* +g3] /2f fiir ¢ < —qo
v(q) = a5 — a*1 /2f fir * <qj . (2.10b)
[0 —2q0)* — g3] /2f  fiir ¢ > g9
Diese Hamilton-Funktion ist offensichtlich von der Gestalt (2.8) sofern entweder
a oder ¢ gleich null und m = 1 gesetzt werden. Das hier verwandte Kick—Potential
setzt sich aus Parabelstiicken zusammen. In Anbetracht der Tatsache, dafl in (2.9)
x im ersten Summanden gerade quadratisch vorkommt, sollte es mdglich sein,
einen HomoOomorphismus anzugeben, der die hier betrachtet Abbildung g’} "
mit der von Krug und Schwégerl betrachteten verbindet.
Ausgangspunkt ist das aperiodische Kick—Potential v4; aus Abschnitt 1.7. Die
zugehorige Kick—Funktion f4; ergab sich in (1.29) zu:

1 fir x < —b

fle)=K{ —¢ fir|z)<b . (2.11)
-1 firz>b
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Setzt man nun in (2.6) § = 0 und wendet man

x 1 0 T
h1y = has=0 : < u ) — ( ofcosa=l) _a ) < u ) (2.12)

auf M, C(f} an, so ist, entsprechend den Ausfithrungen im vorhergehenden Abschnitt,
diese Abbildung topologisch konjugiert zu

@ _ -1 (@) [z 11 T
b =gonen (7)o (D) (110 ) e

2z(cosa — 1) + K¥2&  fiir ¢ < —b
g(x) =4 2z(cosa—1) — %%x fir |z| <b . (2.13Db)
2z(cosa— 1) — K322 fiir z > b

mit

Um auf die spezielle Form der Abbildung von Krug und Schwégerl zu gelangen,
ist noch eine weitere Transformation notwendig: Da ¢ eine stetige Funktion ist
und ohne Einschrankung davon ausgegangen werden kann, dafl b > 0 ist, sind die
Abbildungen

ey : ( " ) - < bu —bz(bx) ) hiz) ( " ) - ( wfb f?(@/b) (2.14)

stetig und zueinander invers. hy) ist demnach ein Homdomorphismus, der auf

M §i)07 , angewandt werden kann. Es ergibt sich eine immer noch zu M, C(f} topolo-
gisch konjugierte Abbildung der folgenden Gestalt:

S| (z) ) X T+ u
M—h(Q) OM(;:QgOh(Q) : ( w ) — ( u+g(bx+bu)/b ) . (215)

Berticksichtigt man die Tatsache, dal g stiickweise linear ist, so ist auch die
Abbildung M stiickweise linear und kann demnach in der folgenden Weise ge-
schrieben werden:

} A(z,u) fir |z +u| <1
M(z,u) =< B(x,u) firz+u>1 (2.16a)
Clz,u) firz+y<—1

mit den jeweils linearen Abbildungen

A <2> - (u+<x+u)<2i(;z—2—%>><
N (A |

C: (2) - <u+<w+u)(2i<;2—2)+%><

)

) (2.16b)

)

ISR

8 & 8



Kapitel 2. Topologische Konjugiertheit 23

Es kann davon ausgegangen werden, dafl a kein ganzes Vielfaches von 7 ist.

Setzt man

1
K=4ba"22" 2 4 (2.17)

sin «v
und verwendet man zudem die Abkiirzung

v =2—2cosq, (2.18)

so vereinfachen sich die obigen Abbildungen schliellich zu:

A:<i> (%L)(ii)
() O 8) e
() = (L))

Folglich ist M, ; fiir den oben gew#hlten K—~Wert topologisch konjugiert zu dieser
Abbildung M, die exakt die Form hat, wie sie in [7] von Krug und Schwigerl
benutzt wurde.



Kapitel 3

Symmetrie und Reversibilitit

In diesem Kapitel sollen allgemein die Symmetrien diskreter dynamischer Systeme
untersucht werden. Man erhélt daraus ein einfaches Verfahren zum Auffinden
periodischer Punkte, das sich gerade fiir die Untersuchung der Abbildung Méw}
im Spezialfall 8 = 0 als besonders sinnvoll erweisen wird und auch im Spezialfall

[ = m/2 brauchbare Resultate liefert.

3.1 Allgemeine Grundlagen

In diesem Abschnitt sollen einige allgemeine Uberlegungen iiber die Symmetrieei-
genschaften diskreter dynamischer Systeme durchgefiihrt werden. Die Sétze und
Definitionen orientieren sich im wesentlichen an den Arbeiten von Lamb [12] sowie
von Roberts und Quispel [13].

Gegeben sei eine beliebige Abbildung M : R" — R". M kann, wie im vorlie-
genden Fall, die Poincaré—Abbildung eines Hamilton—Systems sein, kénnte jedoch
auch abstrakt gewdhlt werden. Man definiert die Begrifte Symmetrie und Umkeh-
rende Symmetrie der Abbildung M wie folgt:

Definition 3.1 FEine Abbildung L : R" — R" heifst Symmetrie von M, wenn
LoM=MolL (3.1)
gilt.

Es ist klar, da8 id,M selber und M~ sofern M invertierbar ist, immer Sym-
metrien von M sind. Somit ist die Menge der Symmetrien einer Abbildung nie
leer.

Lemma 3.1 Die Menge aller invertierbaren Symmetrien von M bilden eine
Gruppe beziiglich der Komposition. Diese wird Symmetriegruppe von M genannt.

Der Beweis hierzu findet sich in [12] bzw. skizzenhaft in Anhang A.6.

Es ist anzumerken, dafl nach Definition einer Symmetrie diese nicht notwen-
digerweise auch invertierbar sein mufl. Streng mathematisch gesehen bildet die
Menge aller Symmetrien einer Abbildung M nur eine Halbgruppe. Im folgenden

24
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soll von diesen Extremfillen jedoch Abstand genommen und jede Symmetrie soll
als invertierbar vorausgesetzt werden. Da M selber Symmetrie ist, wird damit M
ebenfalls als invertierbar vorausgesetzt.

Gelegentlich findet man auch die genaue Unterscheidung zwischen der Symme-
triegruppe und einer Symmetriegruppe, womit einerseits die Menge aller mogli-
chen Symmetrien, andererseits nur eine Untergruppe gemeint ist. Diese Unter-
scheidung ist insofern sinnvoll, als die Gesamtheit aller Symmetrien eines Systems
im allgemeinen nicht vollstdndig bestimmt werden kann.

Definition 3.2 Ist M invertierbar, so heifst eine Abbildung S : R" — R" Um-
kehrende Symmetrie von M, wenn

SoM=M"'oS (3.2)
qgilt.

Héaufig findet man als Definition einer Umkehrenden Symmetrie auch die Be-
ziehung

MoSoM=S, (3.3)

woraus unter der Bedingung, daf3 S selber invertierbar ist, sofort folgt, dal auch M
invertierbar und die Bedingung (3.2) erfiillt ist. Ist S hingegen nicht invertierbar,
so unterscheiden sich die beiden Definitionen voneinander und (3.3) erfafit eine
groffere Menge von moglichen Umkehrenden Symmetrien. Wie bei den Symme-
trien soll im folgenden jedoch auch jede Umkehrende Symmetrie als invertierbar
vorausgesetzt werden.

Lemma 3.2 Die Menge aller invertierbaren Symmetrien von M, vereinigt mit der
Menge aller invertierbaren Umkehrenden Symmetrien von M, bildet eine Gruppe
beziiglich der Komposition. Diese wird die Umkehrende Symmetriegruppe von M
genannt.

Der Beweis hierzu ist ebenfalls in [12] zu finden.

Hierbei ist zu beachten, dafl die Menge der Umkehrenden Symmetrien allein
im allgemeinen keine Gruppe bildet; so existiert in der Menge der Umkehrenden
Symmetrien im allgemeinen kein neutrales Element. Die einzige Ausnahme hierzu
ist, wenn jede Umkehrende Symmetrie auch Symmetrie ist, was nur der Fall sein
kann, wenn M zu sich selbst invers ist.

Es kann leicht gezeigt werden, dafl die Komposition zweier (Umkehrender)
Symmetrien eine Symmetrie und die Komposition einer Symmetrie mit einer Um-
kehrenden Symmetrie eine Umkehrende Symmetrie ist. Damit ist ersichtlich, daf
eine Komposition innerhalb der Menge der Umkehrenden Symmetrien im allgemei-
nen aus dieser Menge hinausfiihrt. Die Umkehrenden Symmetrien allein kénnen
keine Gruppe bilden.

Hat man eine Umkehrende Symmetrie S von M gefunden, so ist hiermit bereits
gezeigt, dafl M oS sowie M1 o S ebenfalls Umkehrende Symmetrien von M sind,
da M und M~ Symmetrien von M sind. Mittels vollstindiger Induktion ist dann
schnell gezeigt, dafl M™ o S fiir alle n € Z eine Umkehrende Symmetrie von M ist.
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Speziell diese Umkehrenden Symmetrien, die sich aus einer einzigen Umkehrenden
Symmetrie S ergeben, werden sich im folgenden als wichtig erweisen.

Es ist nun sinnvoll, fiir die Klasse der dynamischen Systeme, die eine Umkeh-
rende Symmetrie besitzen, einen eigenen Begriff einzufiihren:

Definition 3.3 FEin diskretes dynamisches System mit einer Umkehrenden Sym-
metrie heifst schwach reversibel.

Fiir eine weitere Spezialisierung dieses Begriffes benttigt man den allgemeinen
Begriff einer Involution:

Definition 3.4 FEine Abbildung ¢ : R" — R" heifit Involution, wenn gilt:

¢ = do¢=id. (3.4)
Hiermit 148t sich der wichtige Begriff eines reversiblen Systems einfiihren:

Definition 3.5 FEin diskretes dynamisches System mit einer Involution als Um-
kehrende Symmetrie heifit reversibel.

Es sei angemerkt, dafl die letzten drei Definitionen praktisch unveréndert auch
fiir kontinuierliche dynamische Systeme iibernommen werden kénnen, man muf3
nur den Begriff der Umkehrenden Symmetrie fiir ein kontinuierliches System pas-
send einfiihren (siehe hierzu zum Beispiel [12]).

Gelegentlich findet man auch eine zu 3.5 dquivalente Definition fiir den Begriff
eines diskreten reversiblen Systems. Diese soll hier als Lemma formuliert werden:

Lemma 3.3 FEine Abbildung M ist genau dann reversibel, wenn es zwei Involu-
tionen Sy und Sy ¢ibt, so daff M = Sy oSy gilt.

Beweis:

Sei M reversibel, dann gibt es eine Umkehrende Symmetrie S, die eine Invo-
lution ist. Definiere Sp = S und S; = M o S, dann gilt offenbar M = S; 0 Sy, da
S oS =id ist. Es bleibt zu zeigen, dafl S; eine Involution ist:

SoM=M7'0oS = MoSoM=S = (MoS)o(MoS)=id
= Sl o) Sl =1d.
Sei nun umgekehrt M = S; o Sy, wobei Sy und S; Involutionen sind. Dann gilt

M~ = Sy 051, und damit ist sofort ersichtlich, da8 sowohl S; als auch S; Um-
kehrende Symmetrien von M sind:

SpoM =Sy0S8,08,=M"1oS,.

Fiir S; ist entsprechend vorzugehen. Also ist M reversibel entsprechend der Defi-
nition 3.5.
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Um nun die besondere Bedeutung der Umkehrenden Symmetrien und damit
der reversiblen dynamischen Systeme darlegen zu konnen, wird der Begriff der
Fixpunktmenge einer Abbildung benétigt:

Definition 3.6 Gegeben sei eine beliebige Abbildung ¢ : R" — R"; deren Fix-
punktmenge Fix(1) ist definiert als

Fix(y) = {x € R";¢(x) = z}. (3.5)

Die Definition der Fixpunktmenge ist nicht auf Abbildungen vom R" in den R"
beschriankt, sie kann in dieser Form unverédndert auf beliebige Mengen erweitert
werden. In der Galois—Theorie beispielsweise interessiert man sich unter anderem
fiir Fixpunktmengen von Kérperhomomorphismen. Fiir das Folgende ist Definition
3.6 jedoch vollkommen ausreichend.

Im folgenden soll eine Abbildung M mit einer Umkehrenden Symmetrie S
betrachtet werden, also ein schwach reversibles System. Fiir die nachfolgenden
Uberlegungen ist es zunichst unerheblich, ob S eine Involution ist oder nicht. Die
besondere Bedeutung der reversiblen dynamischen Systeme wird erst gegen Ende
des Abschnitts deutlich werden.

Es erweist sich als sinnvoll, die Fixpunktmengen der Umkehrenden Symmetrien

Sp=MFoS (3.6)

zu betrachten. Man beachte, dafl bereits gezeigt wurde, dafl die S, Umkehrende
Symmetrien von M sind. Fiir die Schnittpunkte zweier solcher Fixpunktmengen
gilt das folgende Lemma:

Lemma 3.4 Sei S, = M* o S wie oben. Dann gilt:
r € Fix(S;) NFix(S) = M (z) =z (3.7)

Mit anderen Worten: Wenn x € R" im Durschnitt der Fixpunktmengen zweier
spezieller Umkehrender Symmetrien Sy und S; liegt, so ist x ein periodischer Punkt
von M, der maximal die Periode k — | hat.

Beweis:
Zunichst erkennt man, dal M* oS = S o M~ gelten muB, da S eine Umkeh-
rende Symmetrie von M ist. Es gilt ja:

SoM=M"'0S & MoS=SoM,
woraus durch einfaches Einsetzen die Behauptung folgt:
MFoS=M"1ToMoS=M"1oSoM =,
Wenn nun z € Fix(Sy) N Fix(9;) gilt, so folgt einerseits:

(MF o S)(z)=(SoM™*)(z) =(So M ™™ z)=(MoS™)(z) =2
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— man beachte, dafl x ein Fixpunkt von So M ~* und damit auch von (So M ~*)~1
ist — und andererseits (M' o S)(z) = .
Folglich gilt:

Mkil(x) = (MkoSfloSoMfl)(:L’) = (MkoSfloMloS)(:L’) = (MkoSfl)(:L’) =z

O

Die Schnittpunkte der Fixpunktmengen von S; und 5; ergeben also periodische
Punkte der Abbildung M. Man kénnte nun annehmen, damit nicht sonderlich viel
gewonnen zu haben, da es im allgemeinen ein grofler Aufwand ist, die Fixpunkt-
mengen zweier Abbildungen zu berechnen. Es zeigt sich jedoch, dal gerade die
Fixpunktmengen der Sy, sehr einfach zu bestimmen sind. Hierzu folgendes Lemma:

Lemma 3.5 Es gilt:
Fix(Sor) = M*(Fix(Sp)) , Fix(Sapy1) = M*(Fix(S))). (3.8)

Mit anderen Worten: Die Fizpunktmenge von Sy ist eine Iterierte der Fizpunkt-
menge von Sy oder Sy.

Beweis:
Es gilt:

r € Fix(Sy,) <= 2= (M*08)(z)=(M"0SoM™")(zx)
— (SoM ™) (z)=M"*(x) &= M *(x) e Fix(S)
«— x € M*(Fix(S)).

Und entsprechend:

r € Fix(Sppy1) <= z=M*"10o9)(2)=(M"oMoSoM™*)(x)
— (MoSoM™(z)=MP ) <= M™*x)cFix(9))
«— x & M*(Fix(S))).

O

Man benétigt also nur die Fixpunktmengen von Sy und S, alle weiteren Men-
gen Fix(Sy) ergeben sich durch deren Iteration unter M. Auf diese Weise erhalt
man ein sehr effektives Verfahren zum Auffinden derjenigen periodischen Punkte,
die auf der Fixpunktmenge einer Umkehrenden Symmetrie liegen. Diese periodi-
schen Punkte werden haufig als symmetrische periodische Punkte bezeichnet (siehe
weiter unten). Wie diese Bezeichnung bereits andeutet, hat die Abbildung M im
allgemeinen auch periodische Punkte, die nicht symmetrisch sind, also nicht auf
Fixpunktmengen Umkehrender Symmetrien liegen.
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Ist eine beliebige Umkehrende Symmetrie S von M gegeben, so ist mit den Lem-
mata 3.4 und 3.5 gezeigt, daf auf den Schnittpunkten der Iterierten von Fix(S)
und Fix(M o S) periodische Punkte liegen. Es ist moglich, eine Umkehrung die-
ser Aussage zu erreichen, wozu man den Begriff eines symmetrischen periodischen
Orbits benttigt. Zunéchst einmal definiert man:

Definition 3.7 FEine beliebige Teilmenge A des Phasenraumes R™ heifit symme-
trisch beziglich einer (Umkehrenden) Symmetrie S, wenn gilt:

S(A) = A. (3.9)

FaBt man einen Orbit als Teilmenge des Phasenraumes auf, so ist hiermit be-
reits geklirt, was unter einem symmetrischen Orbit zu verstehen ist. Es gibt nun
ein leicht verstandliches Kriterium dafiir, wann ein Orbit symmetrisch beziiglich
einer (Umkehrenden) Symmetrie S' ist:

Lemma 3.6 Ein Orbit ist genau dann symmetrisch beziglich einer (Umkehren-
den) Symmetrie S, wenn es fir alle Punkte xo des Orbits ein — im allgemeinen
von xg abhdingiges — k € Z gibt, so daf$ gilt:

MF(z0) = S(20). (3.10)

Beweis:

Es ist klar, daf aus der Bedingung (3.10) sofort folgt, dafi der Orbit symme-
trisch sein muB, schlieBlich ist mit xg auch M*(xg) ein Element des Orbits. Ist nun
umgekehrt der Orbit symmetrisch, so mufl mit zy auch S(xy) Element des Orbits
sein. Es gibt also ein k € Z mit M*(zy) = S(xg).

O

Es sei angemerkt, dafl zusétzlich gezeigt werden kann, dafl dieses £ unabhéngig
von xg ist, sofern S eine Symmetrie ist. Ausgehend von einem beliebigen xq des
Orbits gilt ja

M (M (w0)) = M (M"(x0)) = M'(S(w0)) = S(M'(20))

fiir alle [ € Z. Die M'(z,) iiberdecken aber den gesamten Orbit.
Hiermit ist es nun moglich, die Umkehrung des Lemmas 3.4 zu zeigen:

Satz 3.1 Alle Punkte eines periodischen Orbits, der symmetrisch beziiglich ei-
ner Umkehrenden Symmetrie S ist, liegen auf Schnittpunkten von Iterierten von

Fix(S) und Fix(M o S).

Beweis:

xo liege auf einem periodischen Orbit der Periode p, der symmetrisch beziiglich
der Umkehrenden Symmetrie S ist. Dann gibt es nach Lemma 3.6 ein k € Z,
so daB M*(zg) = S(zo) ist. Da zy p-periodisch ist, folgt sofort, daB auch
MF(M=P(zg)) = M*(x5) = S(x) fiir beliebiges n € Z gelten mufl. Hieraus
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folgt aber, dafi zp = (M™% 0 S)(x¢) = Spp_i(z0) gilt, also xg in den Fixpunkt-
mengen Fix(S,,_x) liegt.

Mit Lemma 3.5 ist damit gezeigt, dafl xg auf Schnittpunkten von Iterierten von
Fix(S) und Fix(M o S) liegt.

O

Also kann man den Schnittpunkten der Fixpunktmengen von Sy entsprechend
Lemma 3.4 symmetrische periodische Orbits zuordnen. Umgekehrt kann man ei-
nem symmetrischen periodischen Orbit Schnittpunkte von Fixpunktmengen von
Sy zuordnen. Eine genauere Ausfiihrung dieser Thematik findet sich in [12].

Man beachte, daf§ fiir Satz 3.1 nicht benutzt wurde, dafy die Umkehrende Sym-
metrie S der Abbildung M eine Involution ist. Das Verfahren funktioniert dem-
nach bereits fiir schwach reversible Systeme. Allerdings wurden bisher nur rein
algebraische Methoden angewandt, und iiber die genaue Gestalt der Fixpunkt-
mengen wurde noch keine Aussage getroffen.

Fiir den Fall, dafl die Abbildung M 2n—dimensional ist, 18t sich zeigen, dafl
die Fixpunktmenge einer Umkehrenden Symmetrie, sofern diese eine antisymplek-
tische Involution (siehe unten) ist, eine n—dimensionale Mannigfaltigkeit ist.

Um dies zeigen zu koénnen, benotigt man, dafl sich jede Involution um ih-
re Fixpunkte herum linearisieren l&8t. Diese Aussage erinnert an das Hartman—
Grobman—Theorem, demzufolge sich eine Abbildung um einen hyperbolischen Fix-
punkt herum linearisieren 1af3t.

Satz 3.2 FEine Involution ¢ ist um jeden ihrer Fizpunkte xy topologisch konjugiert
zu threm linearen Anteil. Es gibt also eine Umgebung U um xy, eine Umgebung
V um 0 und einen Homoomorphismus h : U — V', so dafs

¢ =h""oDg¢(xg)oh (3.11)
auf ganz U gilt.

Beweis:
Fiir zwei Involutionen ), und 15, wobei zusétzlich 15 linear sein soll, gilt immer

(11 +1ha) 0y = 1hg 0 (1 +1h2). Setzt man nun ¥y = ¢ und e = D(xp) (linear),
so ergibt sich

¢ = (¢ + D(0))~" © Dg(wo) 0 (¢ + Do ()),

sofern ¢ + D@(xg) invertierbar ist. Nun ist aber ¢ eine Involution, dafl heifit
det D¢ # 0, folglich auch det D(¢ + D¢(xo))(xo) = det 2D¢(x) # 0. Nach dem
Satz iiber implizite Funktionen ist dann ¢ + D¢(zg) in einer Umgebung von
invertierbar. Setzt man dann h = ¢ + D¢(xp) in eben dieser Umgebung, so erhélt
man den gesuchten Homdomorphismus.
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Fiir den Fall einer zweidimensionalen Involution kann zudem noch gezeigt wer-
den, daB} diese wenigstens einen Fixpunkt hat [14], um den herum nach dem obigen
Satz linearisiert werden kann. Bei hoherdimensionalen Involutionen ist die Situa-
tion noch weitgehend ungeklart.

Fiir das Folgende beno6tigt man nun noch den Begriff einer antisymplektischen
Abbildung:

Definition 3.8 Sei ¢ : R* — R*" ecine Abbildung. ¢ heifit antisymplektisch,

wenn
D¢-T-D¢' = -T (3.12)
mat
0, 1,
(%) o1
gilt.

Es sei angemerkt, dal im Zweidimensionalen eine Abbildung ¢ genau dann
antisymplektisch ist, wenn det D¢ = —1 gilt. Hiermit 148t sich nun die oben
erwihnte Behauptung exakt formulieren:

Satz 3.3 Sei ¢ : R*™ — R*" eine antisymplektische Involution mit mindestens
einem Fizpunkt xo. Dann ist Fix(¢) eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit

des R*™.

Beweisidee:

Da ¢ nach Voraussetzung antisymplektisch ist, mufl auch D¢(zy) antisym-
plektisch sein. Es konnen sogenannte symplektische Koordinaten (£, 7n) eingefiihrt
werden mit Do(x)(€,n) = (—&,7n). Da ¢ in einer kleinen Umgebung von xy zu
D¢(xp) topologisch konjugiert ist, gibt es auch — leicht abgewandelte — loka-
le Koordinaten (£,7), so daBB ¢(§,n) = (=, n) gilt. In einer Umgebung um den
Fixpunkt zy herum reduziert sich ¢ also auf eine n—dimensionale Spiegelung in
den ¢-Richtungen. Die Fixpunktmenge von ¢ ist dann in dieser Umgebung durch
{(0,17);mn € R"} gegeben. Damit hat man bereits iiberabzidhlbar viele Fixpunkte,
an denen alle obigen Uberlegungen wiederholt werden kinnen. Insgesamt ergibt
sich dann eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit.

O

Im Zweidimensionalen geniigt zum Beweis dieses Satzes bereits die Bedingung
det D¢ < 0 — antisymplektisch wiirde dort ja det D¢ = —1 bedeuten. Da zweidi-
mensionale Abbildungen weit verbreitet sind, findet man oft unter der Definition
einer Umkehrenden Symmetrie S auch die Bedingung, daf§ det DS < 0 gelten soll.
Fiir den allgemeineren Fall einer 2n—dimensionale Abbildung muf} sinnvollerweise
Antisymplektizitéit gelten. Siehe hierzu auch [13] und [15].

Im Falle eines reversiblen Systems unter der Nebenbedingung, dafl die Um-
kehrende Symmetrie antisymplektisch ist, hat man also den Vorteil, dal die Fix-
punktmengen der Umkehrenden Symmetrien M™ o S — auch Symmetrielinien
bzw. Symmetrieflichen genannt — eine einfache topologische Gestalt annehmen.
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3.2 Anwendung auf Kick—Systeme

Gegeben sei eine Hamilton—Funktion der folgenden — bereits wohlbekannten —
Gestalt:
H(xz,p) = Ho(x,p) + V(2)T Z (t —nT). (3.14)

Hierbei sollen z und p f-dimensionale Vektoren sein. Man kann aus Invarian-
zen der Hamilton—Funktion H, auf (Umkehrende) Symmetrien des zugehorigen
Flusses ®; schlieen. Es gilt der folgende Satz:

Satz 3.4 Sei Hy invariant unter einer invertierbaren, antisymplektischen Abbil-
dung R, das heifit es soll Hy = Hg o R gelten. Dann ist R eine Umkehrende
Symmetrie des Flusses ®; von Hy, das heifit es gilt

P l=d ,=Rod,oR " (3.15)

Beweis:
Die von Hj erzeugten Bewegungsgleichungen lassen sich in der folgenden Form
zusammenfassen:

0
E@t(x,p) =T VHoa,(p):

Aus der Kettenregel folgt
HO = Ho oR = VHQ‘(QCJ;) = DRT(LP) . VH0|R(m7p),

wobei zu beachten ist, dal VHy = DH gilt. Es gilt also einerseits

0 B 0
E(RO‘I’NR Y(z,p) = DR\q)t(R71($7p)) 8t‘1>t(R Y(z,p))
= DRio,r1@p) 1 vHO|‘I>t(R L(z,p))
= DR\cbt(R z,p)) I DR@ VHO\ Ro®;0R~1)(x,p)

= I VH0|<RO<I>toR* )(p)
und andererseits :

ot
Da sowohl ®_, als auch R o ®, o R~! den FluBaxiomen geniigen, mufl aufgrund
der Eindeutigkeit der Losung (3.15) gelten.

O y(2,p) = —T - Voo ,(ap)-

Im folgenden sei Hy unter der Involution

R:(z,p) — (z,—p) (3.16)

invariant. Zum Beispiel ist dies der Fall, wenn H, quadratisch in den Impulsen ist.
Man verifiziert schnell, daf dieses R invertierbar und antisymplektisch ist. Nach
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\%/

Abbildung 3.1: Veranschaulichung der Beziehung (3.17)

Satz 3.4 ist R damit eine Umkehrende Symmetrie von ®,. Da zusitzlich R = R~!
gilt, vereinfacht sich (3.15) zu

P '=0_,=Ro®,oR. (3.17)

Fiir den Fall f = 1, das heifit fiir ein Hamilton-System Hy mit nur einem
Freiheitsgrad, 148t sich (3.17) anhand von Abbildung 3.1 anschaulich plausibel
machen.

Die Poincaré-Abbildung M des gesamten durch H beschriebenen Systems setzt
sich, wie in Abschnitt 1.1 beschrieben, aus dem Flufl ®7 und der Kick—Abbildung
Vg zusammen (M = &7 o Uy oder M= Ugo ®r). Unter Ausnutzung von (3.17)
gilt dann zum Beispiel

M =®r0Ug =(Ro®;')o(RoVg)=S5,08 (3.18a)
mit
So=RoVy , Sy =Rod; (3.18Db)
Dabei sind Sy und Sy Involutionen, wie anhand von
52 =(Ro®;Y) o (Ro®;t) =1id (3.19a)
und
VUi(z,p) = (z,p+ f(z) = (RoV¥g)(z,p) = (x,—p— f(2))
= (\I/K oRo \IIK)(xvp) = ("L‘a _p)
= (RoVgoRoVg)(z,p) = (z,p)
= Sg=id (3.19D)

ersichtlich ist.
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Nach Lemma 3.3 ist damit gezeigt, dafl die Poincaré—Abbildung M reversibel
ist. Genauer gesagt ist M symmetrisch beziiglich der Umkehrenden Symmetrie
So = R o Vg und damit auch beziiglich aller Umkehrenden Symmetrien S, =
M™ o Sy mit n € Z. Man macht sich schnell klar, daf§ S; hierin bereits enthalten
ist. Es gilt ja

Si=Ro®;'oSi=Ro®'oRoVUgoSy=dro0VgoSy=M oS, (3.20)
Geht man nun davon aus, daf§ Hy und V' invariant unter der Involution

Q : (l‘,p) = (—l‘,p) (321)

sind, was zum Beispiel der Fall ist, wenn H, quadratisch in den Orten und V
symmetrisch (gerade) ist, so kann ganz analog vorgegangen werden. Entsprechend
folgt dann fiir den Fluf die Beziehung:

P l=d_,=Qod0Q, (3.22)
woraus entsprechend dem obigen Schema fiir die Poincaré-Abbildung folgt:
M=0r0Uyx=(Qod;')o(QoVg)="T 0T, (3.23a)

mit

To=QoVyx , Ty=Qod;". (3.23b)
Dabei sind Ty und 77 wiederum Involutionen. Um nachzuweisen, dafi Tj eine
Involution ist, bendtigt man gerade die Voraussetzung, dafl V' unter () invariant
ist.

Es ist also auf einfache Weise moglich, aus Invarianzen der Hamilton—Funktion
(3.14) auf Umkehrende Symmetrien der zugehorigen Poincaré—Abbildung zu
schlielen. Im folgenden Abschnitt soll das hier vorgestellte allgemeine Verfahren
auf das gegebene System angewandt werden.

3.3 Symmetrien des Systems

Da die Hamilton-Funktion Hy der ungestérten Bewegung, wie sie in Abschnitt
1.1 (siehe (1.3)) eingefithrt wurde, sowohl quadratisch in den Impulsen als auch
quadratisch in den Orten ist und das Kick—Potential als symmetrisch vorausgesetzt
wird, ist H sowohl invariant gegeniiber R als auch gegeniiber Q.

Aus der Invarianz gegeniiber R : (z,p) — (z, —p) ergeben sich fiir die Poincaré-
Abbildung M, r nach kurzer Rechnung entsprechend dem obigen Verfahren die
folgenden beiden Umkehrenden Symmetrien:

x x
S| Ul | v @) (3.24a)
Yy Y
v —v—Fy(z,y)
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und _
T COS « —% 0 0 T
U —asina —cosa 0 O U
v 0 0 0 —1 v

Wie man schnell nachpriift, sind Sy und S; antisymplektische Involutionen mit
Myrp = S105p. Da det DSy = det DS} = 1 > 0 ist, sieht man, daf die fiir
zweidimensionale Systeme giiltige Bedingung det DS < 0 in hoheren Dimensionen
nicht mehr zutrifft. !

Aus der Invarianz gegeniiber @ : (x,p) — (—x,p) ergeben sich ganz entspre-
chend:

T —x
7| || vt Y (3.25a)
Yy -y
v v+ Fy(x,y)
und _
T — CoS & % 0 0 T
U asina cosa 0 O U
T, : y 0 0 11 y (3.25Db)
v 0 0 0 1 )

Hierbei kann man sich erneut davon iiberzeugen, dafl Ty und 77 antisymplektische
Involutionen sind. Offenbar gilt Ty = —Sy und T} = —5;. Man hétte T, und T}
auch durch allgemeine Symmetrieiiberlegungen gewinnen kénnen: Da die Kick—
Funktionen F, und F, ungerade sind (dies entspricht gerade der Voraussetzung,
dal V' gerade ist), ist —id eine Symmetrie von M, g, und damit sind —id o Sy und
—id o §1 Umkehrende Symmetrien von M, .

Betrachtet man die umskalierte Abbildung ]\Zfa, F wie sie in Abschnitt 1.2 (siehe
(1.16)) definiert wurde, so erhélt man ganz entsprechend die folgenden Symme-
trien:

T T
o= T | % || By (3.26a)
Y Y
v —v — Fy(x,y)
und
T cosae —sina 0 O T
~ ~ U —sinae —cosae 0 O U
v 0 0 0 -1 v

!Der Grund fiir das umgekehrte Vorzeichen liegt darin begriindet, dal Sp und S; Spiegelungen
im R* sind. Eine genauere Diskussion hierzu findet sich im Anhang A.1 .



Kapitel 4

Der Grenzfall 3 =0

Eine richtige Theorie mufl Vorhersagen ermdglichen und
wenigstens potentiell quantitativ sein.
AUGUSTE COMTE

In diesem Kapitel soll allein die in Abschnitt 1.5 eingefiihrte (z,u)-Dynamik
MSC) betrachtet werden. Gerade fiir diesen Spezialfall erweist es sich als sehr

sinnvoll, die Dynamik in der Skalierung (1.15) zu betrachten, also:

Jar =1 | %—)u , M\/ga)%f(:c). (4.1)

In dieser Skalierung ergibt sich analog zu (1.22a) die folgende Dynamik:

~ @) [T cosa  sina x
Ma’f'<u>'_><—sinoz cosa><u+f(x)>' (4.2)

Praktisch alle Uberlegungen der folgenden Unterabschnitte lassen sich eben-
so gut auf die nichtskalierte Abbildung Méw} anwenden, die Rechnungen werden
nur ein wenig aufwegdi%er, und es zeigt sich, daf§ die im folgenden besprochenen
Netzstrukturen fir M, (ixf eine symmetrischere Gestalt annehmen.

Im folgenden soll mit dem Stochastichen Netz der Abbildung MSE} dasjenige
Phasenraumgebiet gemeint sein, in dem es einen chaotischen Orbit gibt, der im
Phasenraum eine netzartige Struktur erzeugt. Die einzelnen Komponenten des
Netzes sollen als Kandle bezeichnet werden. Mit den Maschen seien die Freirdume
zwischen dem Netz gemeint, auf denen sich M, é‘r} reguldr verhélt. Ziel aller nach-
folgenden Uberlegungen soll es sein, das genaue Aufbauprinzip des Netzes und der
davon umschlossenen Maschen zu untersuchen sowie der entsprechenden Dynamik

Der Ubersichtlichkeit halber soll in diesem Kapitel M, ; statt M (ix} geschrie-
ben werden. Die Herkunft aus dem vierdimensionalen System darf jedoch nicht
vergessen werden.

36
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4.1 Aperiodische Kick—Funktionen

In diesem Abschnitt soll die oben definierte Abbildung M, ; = = MY (=)  fir eine
aperiodische Kick—Funktion f(z) untersucht werden. Im folgenden sei f () von
der speziellen Gestalt

1@ =K 0 b 5 (9

mit beliebigen Konstanten b und K sowie beliebiger stetiger, ungerader Funk-
tion g(x), die g(b) = 1 erfiillt. f(x) ist dann selber stetig und ungerade. Diese
Kick—Funktion ist etwas allgemeiner als die in Abschnitt 1.7 vorgestellte Kick—
Funktion f4;(z). Alle Berechnungen sollen anhand von f4;(z) durchgefithrt wer-
den, sdmtliche mathematischen Ergebnisse dieses Abschnitts gelten jedoch fiir
beliebige Kick—Funktionen vom Typ (4.3).

Ferner sei « ein rationales Vielfaches von 27, also

a=2rL (4.4)

4q
mit p,q € IN. Es kann ohne Einschriankung davon ausgegangen werden, dafl 0 <
p/q < 1 gilt, da « als Winkel ohnehin nur bis auf Vielfache von 27 festgelegt
werden muf}. Wegen (1.13) entspricht diese Einschrankung dem Resonanzfall

w= Q%_ (4.5)

p
Das heifit, die Kick—Frequenz w = 27/T soll ein rationales Vielfaches der Zyklo-
tronfrequenz w, sein.

Fiir eine aperiodische Kick-Funktion f(z) gemé&f (4.3) und entsprechenden
Winkel «, der (4.4) geniigt, lassen sich genaue Aussagen iiber die Dynamik in
den Maschen treffen. Die Uberlegungen des folgenden Unterabschnitts gelten fiir
beliebig gewihltes g(z), das den oben genannten Nebenbedingungen geniigt. Erst
zur Betrachtung der Dynamik auf dem Netz wird es erforderlich sein, die Funktion
g(z) festzulegen.

4.1.1 Periodische Orbits
Es erweist sich als sinnvoll, die wie folgt definierten Mengen zu betrachten:

A= {(SL’,U) € R M, ;(z,u) - &] < b} (4.6)
und eine endliche Vereinigung dieser Mengen:

U A" (4.7)

0<i<l

A% ist das i-te Urbild von A, also die Menge aller Punkte, die nach 4 Iterationen
in A° = {(z,u) € R? |z| < b} liegen. 2 ist folglich diejenige Menge, deren Punkte
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nach [ Iterationen mindestens einmal A° passiert haben. Da die Abbildung M,
stetig ist, sind die Mengen A’ als Urbilder der offenen Menge A° offen und damit
ist Q! als endliche Vereinigung ebenfalls offen.

Anschaulich ist A° gerade dasjenige Phasenraumgebiet, auf dem die Funktion
g(x) wirksam ist. Da g(x) bisher noch nicht festgelegt wurde, das heifit, daf die
Dynamik auf ! im wesentlichen noch unbekannt ist, soll im folgenden zunichst die
Dynamik auf dem Komplement R? — Q' betrachtet werden. Hier gilt der folgende
Hilfssatz:

Lemma 4.1 Seivy : [0,1] = R*— Q! ein stetiger Weg und x;(t) = (M}, jo7)(t)-é;
fir allet € [0,1]. Dann gilt f(z;(t)) = f(x;(0)) fir alle0 < i <l und allet € [0, 1].

Beweis:

Da (t) ¢ Q! fiir alle t € [0, 1] vorausgesetzt ist, mufl nach Definition der Menge
Q! gelten: |a;(t)] > bfiiralle 0 < i < [und alle t € [0, 1]. Da M,, s stetig ist, miissen
die z;(t) stetige Funktionen sein. Ist dann x;(0) > b, so mufl auch z;(t) > b fiir
alle t € [0, 1] gelten, ansonsten wére die Stetigkeit verletzt. Entsprechend wird der
Fall 2;(0) < —b behandelt.

O

Es sei angemerkt, daf dieses Lemma auch fiir unstetige Kick—Funktionen f(x)
vom Typ (4.3) und damit auch fiir unstetige Abbildung M, ; gilt. Der Beweis
gestaltet sich dann jedoch etwas komplizierter (siche Anhang A.2).

Anschaulich hat Lemma 4.1 die folgende Bedeutung: Jeder Orbit, der in R*— !
startet, bleibt fiir [ Iterationen aufierhalb der Menge A°, auf der die Funktion g(z)
wirksam ist. Das heift, die f(x;) fir 0 < i < [ kénnen nur die Werte +K und
— K annehmen. Man kann dem Orbit also fiir [ Iterationen eine Symbolfolge aus
den Symbolen + und — zuordnen. Lemma 4.1 besagt, dal alle in einem zusam-
menhingenden Gebiet R? — Q' startenden Orbits fiir [ Iterationen die gleichen
Symbolfolgen haben. Mit Hilfe dieses Lemmas 1483t sich nun der folgende Satz
beweisen:

Satz 4.1 Sei (7,u) € R? — Q! ein periodischer Punkt der Periode n mit n < .
Dann ist My ; in jeder zusammenhingenden Umgebung U C R? — Q! von (z,a)
von der folgenden Gestalt:

T cos —Q’Tq"p sin —%q”p T —7 N
—> . _
U —sin &2 g 2Mmp U — U
q q
Beweis:

Da (z,u) periodisch mit der Periode n ist, gilt M} ((z,u) = (Z,u). Entspre-
chend der skalierten Version von (1.24) gilt dann:

[ ZTcosna+ usinno S f(@)sin(n — k)a
) N ( —Z sinno + @ cos na ) > < f(si:)cos(n—k:)a ) N <

k=0

28l
N—————

(4.8)

28I

S8
N———

i
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mit 7, = MF ;(z,u) - & Hieraus folgt sofort:

= f(FR) sin(n — k)a cosna  sinna

g( f(zx) cos(n — k) ) B ( ) B ( —sinna  cosna ) ( ) (+)

Sei U € R*— Q) eine zusammenhingende Umgebung von (Z, %) und (z,u) € U ein
beliebiger Punkt in dieser Umgebung. Da U zusammenhéngend ist, gibt es einen

stetigen Weg 7 : [0,1] — U mit v(0) = (z,u) und (1) = (z,u). Nach Lemma 4.1
gilt dann:

28I
INJER

Flan) = F(Mg o)1) - &) = F((M 0 )(0) - €2) = [(Tw)

mit xy = MF ((z,u) - & fiir 0 < k < n < 1. Folglich ist:
. x T cos na + u sin na n-l
M = .
a’f<u> (—x51nna+ucosna>+z<
cosna  sinna T —
—sinna  cosna U
©) cosna  sinna r—7 n
o —sinna  cosna u—1u

U beliebig gewahlt war, ist der Satz bewiesen.

) gezeigt. Da (x,u) €

O

Bei diesem Satz mufl beachtet werden, dafl periodisch mit der Periode n nur
meint, daB M7 ;(z,u) = (z,u) gilt. Fiir den Satz ist es unerheblich, ob (z, @) auch
die Hauptperiode n hat. Ferner mufl beachtet werden, dafl bereits ein periodischer
Punkt auBlerhalb von ' bekannt sein muf, woraus dann folgt, daB M, in ei-
ner Umgebung um diesen Punkt herum eine einfache Drehung um den Winkel
2mnp/q im mathematisch negativen Sinn ist. Es kann gezeigt werden, dafl immer
ein solcher periodischer Punkt innerhalb eines zusammenhéngenden Gebietes, das
ganz in R? — Q' mit geniigend grofiem [ liegt, existiert. Da dieser Beweis jedoch
sehr aufwendig und fiir das Versténdnis der Dynamik nicht sehr hilfreich ist, wur-
de er auf das Ende dieses Unterabschnitts geschoben. Zunéchst einmal sollen die
periodischen Punkte mit Hilfe von Symmetrielinien gefunden werden.

Um die weiteren Uberlegungen zu erleichtern, soll im folgenden nur noch die
Menge >, das heifit | — o0, betrachtet werden, die als abzihlbare Vereini-
gung offener Mengen ebenfalls offen ist. R* — Q° ist dann diejenige Menge, deren
Orbits nie in das Gebiet A° eintauchen. Prinzipiell ist es moglich, alle weiteren
Uberlegungen mit endlichem ! € IN durchzufiihren, allerdings wiirde dies auf zu
viele Nebenbedingungen fiihren, die fiir das allgemeine Versténdnis nicht hilfreich
waren.

Satz 4.1 hat eine wichtige Konsequenz: Jeder Punkt (z,u) der zusam-
menhéngenden Umgebung U des n—periodischen Punktes (z, @) ist seinerseits pe-
riodisch, da ]\_43 s nichts weiter als eine Drehung um den Winkel —27np/q ist. Die
Hauptperiode von (x,u) ergibt sich aus p, ¢ und n geméf dem folgenden Satz:
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Satz 4.2 Sei (z,1) € R? — Q™ ein periodischer Punkt der Hauptperiode n, dann
gilt fiir alle zusammenhdingenden Umgebungen U C R? — Q> von (T, u):

(a) Istnp kein Vielfaches von q, so ist jeder Punkt (z,u) € U—{(z,u)} periodisch
mat der Hauptperiode
ng
= —. 4.9
ggT(np, q) 9
(b) Ist np ein Vielfaches von q, so sind alle Punkte (z,u) € U bis auf mazimal
einen periodisch mit der Hauptperiode n.

Beweis:

Die Uberlegungen seien zuniichst nur auf den Fall (a) beschrinkt, das heifit np
sei kein Vielfaches von q. Nach Satz 4.1 ist M  in jeder zusammenhéngenden
Umgebung U von (z,u) eine Drehung um den Winkel —27np/q um den Punkt
(2, u). Offenbar ist dann M}"} fiir ein v € N in U eine Drehung um den Winkel
—2mnmp/q. Somit ist klar, dafl jeder Punkt in U — {(z,u)} periodisch mit der

Periode k = nm ist, wobei
q

ggT(np, q)
gilt; M ot ist dann eine Drehung um einen Winkel —27j mit j € IN. Es bleibt zu
zeigen, dafl £ = nm auch die Hauptperiode dieser Punkte ist. Der Beweis erfolgt
indirekt:
Angenommen es gibt ein (2/,u') € U — {(Z,u)} und ein &’ < k mit Mkf(:c u') =
(', u"). Nach Satz 4.1 ist dann M’“ in U eine Drehung um den Winkel —27k'p/q
um den Punkt (z/,u’). Da np kem Vielfaches von ¢ und somit M ; eine echte
Drehung um den Punkt (z,u) # (:p ') ist, muB M*¥ v = idjy gelten — ansonsten
kénnte MY ;o M = M" ;o MF¥ ¢ nie erfiillt werden.
Ferner ist nach Voraussetzung n die kleinste natiirliche Zahl mit der Eigenschaft
M} ;(z,u) = (z,u). Folglich ist &’ ein Vielfaches von n, also k' = nm’. Es kann
nun keine kleinere natiirliche Zahl m’ < m mit der Eigenschaft MQZZ{U = idy
geben, denn fiir diese miifite auch gelten:

nm'

o MVP . onj
q

fiir ein j* € IN. Kiirzt man den Bruch, so folgt:

/
n
m']l/GIN mit p'zipund "= q

q = ——.
q gegT(np, q) ggT(np, q)

Da p’ und ¢’ dann teilerfremd sind, mufl m’ = ¢’ gelten, also gerade m’ = m. Damit
ist gezeigt, daB alle Punkte in U — {(Z,u)} die Hauptperiode k = nm haben.

Ist hingegen np ein Vielfaches von ¢ (Fall (b)), so ist nach Satz 4.1 M" U=
idjy. Es kann nun einen Punkt (2/,v) € U — {(z,u4)} und ein k' < n mit
]\_Jgf(a:’ ,u') = (2/;u') geben. k'p kann jedoch kein Vielfaches von ¢ sein, da an-

sonsten Mg,f‘U = 4djy und somit n nicht die die kleinste natiirliche Zahl mit
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M} ;(z,u) = (z,u) wire. Fiir diesen Punkt (z/,u') gelten die obigen Uberlegun-
gen fiir den Fall (a), und es ist klar, dafl es nur einen solchen Punkt in U geben
kann. Somit haben alle Punkte in U bis auf maximal einen die Hauptperiode n.

O

ZusammengefaBt 1i3t sich bereits das Folgende iiber die Dynamik von M, ¢
auf dem Phasenraumgebiet R? — Q> sagen: Hat man einen periodischen Punkt
der Hauptperiode n in R? — Q> gefunden, so weifl man, daf ein beliebiges zu-
sammenhédngendes Gebiet um diesen Punkt herum ebenfalls periodisch ist. Fiir
die genaue Periode der Punkte dieses Gebietes ist es entscheidend, ob np und ¢
teilerfremd sind oder nicht. Ist np beispielsweise ein Vielfaches von ¢, so ist jeder
Punkt in dem Gebiet bis auf eine Ausnahme ebenfalls periodisch mit der Haupt-
periode n. Sind np und ¢ hingegen teilerfremd so ist jeder Punkt in dem Gebiet
periodisch mit der Hauptperiode ngq.

Nach diesen recht mathematischen Uberlegungen soll nun zunichst einmal die
Struktur der Menge 2> untersucht werden. Es liegt ja durchaus im Bereich des
Moglichen, daB Q> den gesamten Phasenraum R? iiberdeckt und somit nichts
iibrig bleibt, auf das sich die obigen Sétze anwenden lieflen; fiir grole b und kleine
K ist dies sogar der Fall.

Als erstes macht man sich klar, dal der Parameter K in der Kick—Funktion
f(z) immer auf 1 gesetzt werden kann. Ist ndmlich K # 0 beliebig, so kann man
die Koordinaten folgendermaflen neu skalieren:

r— Kr |, u— Ku. (4.10)

Das heifit, man vergrofert den Phasenraum um einen konstanten Faktor. Uber
diese Koordinatentransformation ist dann M, ; auf einfache Weise topologisch
konjugiert zu M, ; mit

N g(z) = g(Kz) fir |z <b=0b/K
Jw) =~ { sgn(z) fir |z| > b= b/K (4.11)

Hierdurch sind K und b miteinander verkniipft, und man kann sich aussuchen,
welchem der beiden Parameter man einen festen Wert zuschreibt oder ob man
allein das Verhéltnis b/K als Parameter ansieht. Im folgenden soll immer K = 1
gelten.

Die Menge Q* soll fiir zwei Parameterwerte ¢ untersucht werden, bei denen
sich besonders {ibersichtliche Strukturen ergeben. Es wird spéter genau erlautert
werden, dafl man fiir andere Parameterwerte kompliziertere Strukturen erhélt.
In Abbildung 4.1 ist die Menge Q> fiir p = 1,¢ = 4 und b = 0.2 schraffiert
dargestellt. Da auf dem Computer nicht unendlich viele Iterationen durchgefiihrt
werden konnen, wurde die Menge A° nur 30mal riickwiirts iteriert. Fiir den hier
gewihlten Ausschnitt ist dies bereits ausreichend, da sich bei héheren Iterationen
nur noch auBerhalb des Ausschnittes etwas d&ndert. Abbildung 4.2 zeigt das gleiche
fir p =1, ¢ = 6 und b = 0.2. Die in den Abbildungen auftretenden Uber- und
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Abbildung 4.1: Die Menge Q> fiir p=1,g =4 und b = 0.2.

Unterschneidungen der verschiedenen Streifen sind rechentechnischer Natur und
haben keine anschauliche Bedeutung.

Da der Streifen A° nach Definition die Breite 2b hat und Ma, s im wesentlichen
eine Drehung ist, hat jeder der abgebildeten Streifen von 2> ebenfalls die Breite
2b. Variiert man b, so dndert sich einzig und allein die Breite der Streifen, nicht
jedoch deren Position. Damit ist anschaulich klar, daf fiir geniigend kleine b die
Menge Q> nicht ganz R? iiberdeckt und eine netzartige Struktur bildet. Es bleiben
demnach geniigend Bereiche offen, auf die die obigen Sétze angewandt werden
konnen. In Abbildung 4.1 sind dies gerade die nicht schraffierten Quadrate und in
Abbildung 4.2 die nicht schraffierten Drei— und Sechsecke.

Findet man in einem dieser freien Bereiche einen periodischen Punkt, so ist mit
Satz 4.2 gezeigt, dal alle Punkte innerhalb dieses Bereiches periodisch sind. Dieser
Punkt kann entsprechend den Ausfithrungen in Kapitel 3 mit Hilfe der Symme-
trielinien gefunden werden. Aus den vierdimensionalen Umkehrenden Symmetrien
S, und T}, in Gleichung (3.26) erhélt man fiir die (2, u)-Dynamik im Falle 8 = 0
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Abbildung 4.2: Die Menge Q2> fiir p =1, = 6 und b = 0.2.

sofort die folgenden Umkehrenden Symmetrien von M, ;:

So =Ty : ( . ) - < ) _xf(x) ) (4.12a)

51:_T1:<x>ﬁ< cosa —SM><$>. (412b)
u —sina  —cos u

Wie man schnell nachrechnet, sind die beiden ersten Symmetrielinien von der
folgenden Gestalt:

und

Fix(Sy) = {(IE,U) € R*u= —f(x)/Q} (4.13a)

Fix(S5;) = {(SL’,U) c R*%u=—x tan(a/2)}. (4.13b)

In die Berechnung der Symmetrielinien geht also die genaue Gestalt von f(x) ein,
dafl heifit g(z) muB festgelegt werden. Fiir die nachfolgenden Beispiele soll g(z)
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linear gewéhlt werden, also:
x
g(x) = 7 (4.14)

Die hieraus resultierende Kick—Funktion f(x) wurde bereits im Abschnitt 1.7 (sie-
he (1.29)) kurz vorgestellt und wird im folgenden noch eine bedeutende Rolle
spielen. Hier wird dieses spezielle g(x) jedoch nur dazu bendtigt, um die Symme-
trielinien von M, ; vollstéindig berechnen zu koénnen.

Abbildung 4.3 zeigt die ersten 13 Iterierten von Fix(Sy) und von Fix(S;), also
die Fixpunktmengen der Symmetrien Sy, fiir 0 < k < 27. Bei hoheren Iterationen
erhalten die Randbereiche noch weitere Strukturen; da in Abbildung 4.3 jedoch
schon iiber 20000 Linien zu sehen sind und der Rechenaufwand exponentiell an-
steigt (bei der 14. Iteration wéren es schon knapp 40000 Linien), wurde darauf
verzichtet, noch hohere Symmetrielinien zu berechnen. Man erkennt auch so eine
strukturelle Ahnlichkeit mit der Menge Q°°, wie sie in Abbildung 4.2 zu sehen ist.

Prinzipiell miifiten der Vollstéindigkeit halber auch die Symmetrielinien der T},
bestimmt werden. Es gilt zwar T, = —Sj, aber das bedeutet nicht, daf sich damit
auch die Fixpunktmengen Fix(T}) auf einfache Weise aus den Fixpunktmengen
Fix(S;) ergeben. Eine genaue Berechnung zeigt jedoch, dafl die Mengen Fix(T})
sich qualitativ nicht von Abbildung 4.3 unterscheiden. Aus diesem Grunde sollen
diese Umkehrenden Symmetrien hier nicht weiter betrachtet werden.

Legt man die Symmetrielinien iiber die Menge 9%, wobei Uberschneidungen
weggelassen werden (siehe Abbildung 4.4), so ist offensichtlich, daf} in allen nicht
von 2% iiberdeckten Bereichen des Phasenraumes mindestens ein symmetrischer
periodischer Punkt zu finden ist. Nach Satz 4.2 folgt damit aber, daf} alle Punkte,
die in einem solchen Bereich liegen, periodisch sind. Dafl in Abbildung 4.4 immer
noch einige Uberschneidungen vorhanden sind, hat rechentechnische Griinde und
soll nicht weiter verwirren.

Das Entfernen der Uberschneidungen von 2 und den Symmetrielinien in Ab-
bildung 4.4 hat mehrere Vorteile. Zum einen wird die Anzahl der Linien drastisch
reduziert, was sowohl der Ubersichtlichkeit dient, als auch die Berechnungen um
ein Vielfaches vereinfacht. Beschrinkt man sich allein auf das Gebiet R* — Q>,
so konnen dort die Symmetrielinien mit wesentlich geringerem Rechenaufwand
iteriert werden, als auf ganz R* Zum anderen wird durch das Ausblenden der
Menge 2> gerade derjenige Phasenraumbereich fortgelassen, auf dem die Funkti-
on g(z) wirksam ist. Bei der Wahl einer anderen Funktion g(z) bleibt Abbildung
4.4 unverdndert. Allein fiir Abbildung 4.3 war es notwendig, g(x) festzulegen, alle
weiteren Ausfithrungen gelten uneingeschrénkt fiir beliebiges g(z).

Mit Abbildung 4.4 ist zunéichst nur die Existenz eines periodischen Punktes nu-
merisch gesichert, iiber dessen Periode wurde keine Aussage gemacht. Fiihrt man
eine genauere Analyse der Schnittpunkte durch, dafl heiffit, notiert man genau,
die wievielten Iterierten der Symmetrielinien sich in welchem Punkt schneiden, so
erkennt man, dafl die Perioden der periodischen Punkte keine Vielfachen von ¢
sind. In Abbildung 4.5 sind die Perioden der symmetrischen periodischen Punkte,
das heifit der Schnittpunkte von Symmetrielinien, in die jeweiligen Phasenraum-
bereiche eingetragen.
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Abbildung 4.3: Symmetrielinien fiir p = 1, = 6 und b = 0.2.

Entsprechend Satz 4.1 ist M a.¢ 0 der Umgebung dieser periodischen Punkte
der Periode n einfach eine Drehung um den Winkel —27np/q. Fiir den Fall p =
1,9 = 6 bedeutet dies, daf3 ]\ng s eine Drehung um —mn/3 ist. Damit ist plausibel,
weshalb die Zusammenhangskomponenten von R?* — Q> regelmifligen Drei— und
Sechsecken ergeben, deren Mittelpunkt der symmetrische periodische Punkt ist.
Ist n teilerfremd zu ¢ = 6, so ergeben sich Sechsecke und die Punkte um den
Mittelpunkt sind nach Satz 4.2 periodisch mit der Periode 6n. Ist n hingegen ein
Vielfaches von 2, so sind Dreiecke und Sechsecke moglich, und die Punkte um den
Mittelpunkt sind periodisch mit der Periode 3n. Perioden, die Vielfache von 3
sind, scheint es jedoch nicht zu geben. Eine genauere Analyse der Perioden findet
sich im folgenden Unterabschnitt.

Hiermit ist die Dynamik auf der Menge R? — Q> befriedigend erklirt. Samtli-
che Uberlegungen sind jedoch davon abhingig, dal es in jeder Zusammenhangs-
komponente von R? — Q> immer mindestens einen periodischen Punkt gibt; nur
unter dieser Bedingung sind die Sitze 4.1 und 4.2 anwendbar. Bis jetzt wurde nur
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Abbildung 4.4: Symmetrielinien und Menge Q2 fiir p =1, =6 und b = 0.2.

numerisch nachgewiesen, dafl es fiir bestimmte Parameterwerte in einem kleinen
Phasenraumgebiet immer solche Punkte gibt. Es steht noch ein mathematisch
exakter Beweis fiir die Existenz dieser Punkte aus, der nun nachgeholt werden
soll.

Es erweist sich als einfacher, nicht die Existenz eines einzelnen periodischen
Punktes in einer Zusammenhangskomponente zu beweisen, sondern zu zeigen, dafl
— entsprechend Satz 4.2 — bereits jeder Punkt in einer Zusammenhangskompo-
nente periodisch ist. Ziel der nachfolgenden Uberlegungen soll es daher sein, zu
zeigen, daB es zu jeder zusammenhingenden Menge U C R? — Q™ ein geniigend
grofes n mit

gibt.
Fiir die folgenden Uberlegungen soll durchgéingig p = 1 gesetzt werden, also o
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Abbildung 4.5: Perioden der symmetrischen periodischen Punkte fiir p =1, =6
und b= 0.2.

von der Gestalt
B 2T

a . (4.16)
sein. Vom Prinzip her ist es sicherlich moglich, die folgenden Beweise auch fiir
allgemeine p—Werte aufzuziehen, jedoch werden die Ausfithrungen bereits fiir p = 1
sehr umfangreich.

Bevor der eigentliche Satz bewiesen werden kann, sind zunichst einige Uber-
legungen iiber das Ausbreitungsverhalten eines in R* — Q> startenden Orbits
notwendig. Es zeigt sich, daf§ ein solcher Orbit sich nicht beliebig weit im Pha-
senraum ausdehnen kann, sondern in einem gewissen Phasenraumbereich einge-
schlossen ist. Zu jeder Zusammenhangskomponente U in R*—Q* kann eine Menge
D C R? gefunden werden, so daB jeder in U startende Orbit in D verbleibt. Dies
ist Bestandteil des folgenden Lemmas:
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Lemma 4.2 Sei U C R* — Q™ eine beliebige beschrinkte Menge. Dann gibt es
eine beschrinkte (mefbare) Menge D C R* mit U C D und

M(’;f(U) cD (4.17)
fiir alle n € IN.

Beweis:
Der Beweis soll konstruktiv erfolgen. Zunéchst wird eine Menge D konstruiert,
die unter der Abbildung

x cosa  sina x
L, : — .
(u) (—smoz cosa)(u—sgn(x))

invariant ist, das heit L,(D) C D. (Streng genommen kann sogar L,(D) = D
gezeigt werden, aber das ist fiir die Aussage des Satzes unerheblich.) D soll durch
Vorgabe des Randes konstruiert werden. Wird der Rand unter L, auf sich selbst
abgebildet, so wird D auf D abgebildet.

Ferner soll der Rand von D als Polygon konstruiert werden, so daf§ L, Eck-
punkte wieder auf Eckpunkte abbildet. Sofern keine der Kanten des Polygons die
u—Achse transversal schneidet, wird dann der Rand von D wieder auf den Rand
von D abgebildet, da L, stiickweise linear ist. Ordnet man die Eckpunkte im ma-
thematisch negativen Sinn an, so wirkt L, auf den Eckpunkten gerade wie eine
Translation um einen festen Wert v € IN.

Es sind zwei Fiélle zu unterscheiden:

q gerade:

Gegeben sei ein beliebiges geniigend grofles m € INy. Ausgehend von dem Punkt

0\ [ o0
r B chJcr);a ’

sollen die folgenden Punkte konstruiert werden:

s = ()5 (e ) (e
() (i) ()

fir 0 <1 < ¢/2 und 0 < j < m. Diese Punkte sollen in der folgenden Weise
angeordnet werden:

@0,0,0, @0,0,15 - -+ 5 @0,0,q/25

a0,1,0, @0,1,15 - -+ 5 @0,1,q/25

a0,m,0, A0,m,15 -+ 5 @0m,q/2-
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Man beachte, daf der letzte Punkt jeder Zeile gleich dem ersten Punkt der folgen-
den Zeile ist, also ag 11,0 = ag jq/2 fiir alle 0 < j < m gilt. Mit dieser Anordnung
sind die ersten v = (¢/2+1)(m+ 1) —m Punkte des zu konstruierenden Polygons
gegeben.

In Anhang A .4 wird gezeigt, daf fiir den letzten Punkt

[ rsina
Wma/2 =\ 1 cosa

gilt und somit alle so konstruierten Punkte in dem von der u—Achse und
(sin «, cos ) aufgespannten Sektor liegen.
Die restlichen Punkte des Polygons werden durch L,-Iteration der ag j; kon-
struiert:
ai g1 = Le(ao,;)

fiir 0 < ¢ < q. Ganz entsprechend sollen diese Punkte wie folgt angeordnet werden:

@0,0,0, -+ 5Q0,m,q/2;
a1,0,0, --- >@1myq/2,
Aq,0,0, -+ 5 Qqmq/2-

In Anhang A.4 wird bewiesen, dafl

Gg—1,m—1,1 = @0,0,0

gilt und alle auf a,_1 ,,,—1,1 folgenden Punkte mit den auf ag o folgenden Punkten
iibereinstimmen, sofern m grofl genug ist. Das mit diesen Punkten konstruierte Po-
lygon wird also geschlossen. Man erhilt qv —2(q/2+1) —2 = q(v—1) verschiedene
Punkte, auf denen L, wie eine Translation um v wirkt.

Da L, stiickweise linear ist und — wie ebenfalls in Anhang A.4 gezeigt wird
— keine der Kanten des Polygons die u—Achse transversal schneidet, ist damit
klar, daf3 das Polygon unter L, wieder auf sich selbst abgebildet wird. Damit
ist der Rand der Menge D fiir den Fall, dafl ¢ gerade ist, konstruiert. Die so
konstruierte Menge D ist beschriankt und mebar. Abbildung 4.6 zeigt einige der
so konstruierten Rénder fiir unterschiedliche Werte von ¢ und m.

q ungerade:

Dieser Fall ist dhnlich zu behandeln wie der vorherige, jedoch erweist sich die
Konstruktion der Punkte als etwas komplizierter. Gegeben sei wieder ein gentigend
grofles m € Ny. Dann werden ausgehend von dem Punkt

() (s )
r 1_22;{;4/2)

die folgenden Punkte konstruiert:
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(c)g=8 (d) ¢ =10

Abbildung 4.6: L,—invariante Mengen fiir einige gerade ¢—Werte.
0 -1 Sil’l(l _ ]{Z)Oé ‘ sina;r_2sin(a/2)
@041 = ( r ) + ];0 ( cos(l — k)a T -1

fir 0 <1 <(¢g—1)/2und 0 < j < m sowie

I=(g+1)/2 1
sin(l — k)«
Gji = Goj@-n2= D ( [ —k )

= cos( Ja
I—(g+1)/2 . sin a+2sin(a/2)
. 0 Sln(l—kf)a . T 1—cosa
- (1) 5 (&) o (T

fir (¢+1)/2 <1< qund 0 <j < m. Analog zum vorherigen Fall werden diese
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Punkte wie folgt angeordnet:

@0,0,0, @0,0,1, --- 5 @0,0,q5

ao,m,0, A0,m,15 --- 5 Q0m,q-

Hierbei ist wiederum zu beachten, dafi der letzte Punkt jeder Zeile gleich dem
ersten Punkt in der folgenden Zeile ist. Es zeigt sich, dafl

u [ rsin(a/2)
0md =\ cos(ar/2)
gilt und damit die Punkte ag;; alle in dem von der wu-Achse und

(sin(a/2), cos(a/2)) aufgespannten Sektor liegen. Diese so konstruierten Punkte
miissen nun an der Achse (sin(«/2),cos(a/2)) gespiegelt werden:

_k sin a+2 cos asin(a/2)
U sin(« n Z sin( Ja ny cosr
3T r COS COS )O[ cos a—2sin asin(a/2)—1
= 1—cosa

fir 0 <1< (¢g+1)/2und 0 <j < m sowie
I=(q+1)/2—-1 in(l — k)a
gl = T D ( COS( k)a )

- ()R ()

k=0

sin a42 cos asin(a/2)
+(] + 1/2) ( cosoz—QSli;CaO:ig(a/Q)—l )

l—cos«

fir (¢4+1)/24+1 <1 < qund 0 < j < m. Hierbei wurde die Indizierung so gewéhlt,
daB sich die a;;; ganz entsprechend den g ;; anordnen lassen. Es gilt:

7 Sin «
aq = .
Mg 7 COS (¢

Auf diese Weise erhélt man die ersten v = 2(¢+1)(m+1) —2m — 1 Punkte des
Polygons, die alle in dem von der u—Achse und (sin o, cos a) aufgespannten Sektor
liegen. Wie im vorhergehenden Fall werden die so konstruierten Punkte unter L,
iteriert:

W L/*(ag;;) i gerade
b Li=Y/%(ay ;,) i ungerade

fiir 0 < i < 2q. Diese Punkte werden ganz analog angeordnet:

@0,0,05 - - - 5 @0,m,q = A1,0,05 - -+ > A1, m,q> 42,0,05 + + - - - y @2¢,0,05 - - - 5 A2¢,m,q
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(€)q=717 (d)g=9

Abbildung 4.7: L,—invariante Mengen fiir einige ungerade ¢—Werte.
In Anhang A.4 wird bewiesen, daf3

a2¢—1,m—1,1 = @0,0,0

gilt und alle nach agq—1,,m-1,1 folgenden Punkte gleich den auf agoo folgenden
Punkten sind. Das heif3t, das so konstruierte Polygon wird geschlossen. Man erhélt
q(v — 1) verschiedene Punkte auf denen L, wie eine Translation um v wirkt.

Damit ist auch fiir den Fall, da} ¢ ungerade ist, der Rand der Menge D kon-
struiert. Die so konstruierte Menge D ist beschriankt und mefbar. In Abbildung
4.7 sind einige der so konstruierten Mengen abgebildet.

Allgemeines q:

Sei eine beschrénkte Menge U € R*—Q> geben. Dann gibt es eine nach obigem
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Schema konstruierte Menge D mit U C D, sofern m € N, geniigend grof3 gewahlt
wird. Es gilt also

UcDNR®—Q>.
Nach Definition der Menge 2°° und der Abbildung L., gilt offensichtlich

MO{J‘RQ—QC’O — La|R2_Qoo.
Die Menge D wurde so konstruiert, dafl sie unter L, invariant ist, das heift
L.(D)CD.

Folglich gilt:

M, ¢(U)=Ly(U) C D.

Ferner ist die Menge Q°° invariant unter M, f, es gilt also:
M, ;(R* — Q>) = R* — Q™.

Da U C R* — Q™ ist, folgt damit, daf auch

M, ;(U) Cc R* - Q®

gilt. Somit gilt also
M, ;(U)Cc DNR?* — Q™.

M, s(U) erfiillt damit dieselbe Voraussetzung wie die Menge U und die obigen
Schliisse konnen wiederholt werden. Mittels vollstandiger Induktion kann auf diese
Weise gezeigt werden, dafl

Mgy ,(U)c D
fiir beliebiges n € IN gilt. Hiermit ist das Lemma bewiesen.

O

Durch das Lemma ist garantiert, dafl eine beliebige beschrinkte Teilmenge
von R? — QO unter M, ; immer innerhalb einer beschrinkten (meBbaren) Menge
D bleibt. Die besondere Gestalt von D hat entscheidende Bedeutung fiir das
Aufbauprinzip der periodischen Orbits, dies soll im folgenden Abschnitt genauer
untersucht werden.

Es soll nun gezeigt werden, dafl bereits aus der Existenz von D folgt, dafl alle
Punkte einer beliebigen Zusammenhangskomponente von R*—Q> periodisch sind.
Hierzu der folgende Satz:

Satz 4.3 Sei U C R? — Q™ eine beliebige zusammenhingende, beschrinkte und
mefibare Menge von positiven Maf, das heifst u(U) > 0. Dann gibt es ein m € N,
so dajf gilt:

M = idyy. (4.18)
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Beweis:

Sei U wie in den Voraussetzungen des Satzes beliebig gewihlt. Wie auf Seite
38 beschrieben, kann jedem in R?* — Q* startenden Orbit eine Symbolfolge mit
den Symbolen + und — zugeordnet werden, entsprechend dem Vorzeichen von
f(z;) = £K. Lemma 4.1 impliziert im Limes [ — oo, daf alle in U startenden
Orbits dieselbe Symbolfolge besitzen. Die folgenden drei Félle sind denkbar:

e In U startet ein periodischer Orbit der Periode n. Dann hat dieser Orbit —
und damit auch alle anderen in U startenden Orbits — eine periodische Sym-
bolfolge der Periodenldnge < n. Nach Satz 4.2 sind dann alle anderen Orbits
in U periodisch mit der Periode gn/ ggT(n, ¢). Wahlt man m = gn/ ggT(n, q),
so ist der Satz fiir diesen Fall bewiesen.

e In U startet ein aperiodischer Orbit mit periodischer Symbolfolge der Peri-
odenlénge n. Sei (z,u) € U der Startpunkt dieses Orbits. Entsprechend der
skalierten Version von (1.24) gilt dann fiir die gn—te Iterierte:

o= (2)+ 8 (G )= (1) ().

Wiére nun s = ¢ = 0, so wére der Orbit periodisch mit der Periode ng; also
kann davon ausgegangen werden, daf (s, c) # (0,0) gilt. Da die Symbolfolge
aber die Periodenlédnge n hat, gilt f(xx) = f(znik) = f(Xopk) = ... =
f(zgn+x). Und damit gilt:

= (2)on(:)

fiir alle m € IN. Nach Lemma 4.2 gibt es aber eine beschrankte Menge D D U
mit

9}

NTM(U) € D.

Die Existenz eines derartigen Orbits widerspricht aber gerade der Beschrankt-
heit von D. Also ist dieser Fall nicht moglich.

e In U startet ein aperiodischer Orbit mit aperiodischer Symbolfolge. Nach
Lemma 4.1 haben dann alle in U startenden Orbits die dieselbe aperiodische
Symbolfolge. Angenommen, es gibt ein n € IN mit

M7 ((U)NU #0.

Dann ist M7 (U) UU C R® — Q> zusammenhéingend. Nach Lemma 4.1
haben dann alle in M» +(U) startenden Orbits dieselbe Symbolfolge wie die
in U startenden Orblts Mit anderen Worten, die Symbolfolge ist periodisch.
Es kann also davon ausgegangen werden, dafl die Mengen M af(U) firn € N
paarweise disjunkt sind. Nach Lemma 4.2 gibt es eine Menge D von endlichem
Maf3, so daf§ gilt:

M} ,(U)c D
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fiir alle n € IN. Da M, konservativ (flachenerhaltend) ist, gilt (M7 (U)) =
u(U) > 0. Also liegen unendlich viele paarweise disjunkte Mengen von kon-
stantem positiven Maf} in einer Menge D von endlichem Maf. Dies ist nicht
moglich, folglich kann dieser Fall auch ausgeschlossen werden.

Weitere Moglichkeiten sind nicht denkbar, womit der Satz bewiesen ist.

O

Der Satz garantiert, daf jeder Punkt einer Zusammenhangskomponente, die
keine Nullmenge ist, periodisch ist. Da 2°° offen ist, ist es durchaus denkbar, dafl
R? — Q*® auch Zusammenhangskomponenten vom MaBe 0 enthilt (fiir geeignet
gewihlte Parameter), der Satz kann hier nicht mehr angewandt werden. Im letzten
Punkt des Beweises war es ja entscheidend, unendlich viele paarweise disjunkte
Mengen von positivem Mafl zu erhalten.

Ferner gibt der Satz keine Aussage iiber die Struktur der periodischen Orbits
in der Zusammenhangskomponente. Aus der Analyse der Symmetrielinien ergab
sich als Beobachtung, daf es in jeder Zusammenhangskomponente einen zentralen
symmetrischen Punkt gibt, dessen Periode kein Vielfaches von ¢ ist, und daf} alle
weiteren periodischen Punkte sich in konzentrischen Kreisen um diesen symme-
trischen Punkt anordnen. Diese Feinheiten werden von dem Satz nicht erfaf3t.

Eine genaue Analyse der Perioden der symmetrischen Punkte ist Bestandteil
des folgenden Unterabschnitts. Es kann zwar nicht gezeigt werden, dafl jede Zu-
sammenhangskomponente einen symmetrischen periodischen Punkt enthélt, je-
doch wird auf anschauliche Weise begriindet, daf es einen zentralen periodischen
Punkt gibt, dessen Periode kein Vielfaches von ¢ ist.

4.1.2 Aufbauprinzip des Netzes

Im vorherigen Unterabschnitt wurde bewiesen, dafi die Dynamik von M, ; auf
R? — Q™ rein periodisch ist. Wenn es also ein Stochastisches Netz gibt (siche
nachfolgender Unterabschnitt), so kann es sich nur innerhalb der Menge Q2 ent-
wickeln, da die Dynamik auBerhalb regulir ist. Uber die moglichen Perioden wurde
bisher jedoch noch keine Aussage getroffen (ausgenommen Satz 4.2). In diesem
Unterabschnitt sollen die Mengen €2*° zu verschiedenen ¢—Werten — im folgenden
sei der Einfachheit wieder p = 1 gewéhlt — einander gegeniibergestellt und die
Perioden der Punkte auflerhalb 2°° genauer untersucht werden. Das heifit, die
Dynamik innerhalb der Maschen des Netzes soll untersucht werden.

Bisher wurde Q2 allein fiir ¢ = 4 und ¢ = 6 betrachtet (Abbildungen 4.1 und
4.2), weil Q> fiir diese beiden g—Werte eine besonders einfache Gestalt hat. Die
Uberlegungen des vorhergehenden Unterabschnitts gelten jedoch fiir beliebige ¢—
Werte, nur mufl in Kauf genommen werden, dafl {2*° dann eine sehr verschachtelte
Gestalt haben kann.

Bevor die komplizierteren Félle betrachtet werden, sollen zunéchst einmal die
Fille ¢ € {3,4,6} etwas genauer untersucht werden. Im vorherigen Unterabschnitt
zeigte sich fiir ¢ = 6, daf sich die symmetrischen periodischen Punkte mit wach-
sender Periode konzentrisch um den Ursprung anordnen (Abbildung 4.5). Im fol-
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genden soll nun fiir die verschiedenen g—Werte genau bestimmt werden, in welcher
Form die Perioden der symmetrischen periodischen Punkte anwachsen.

q=4:

Abbildung 4.1 zeigt die Menge Q*° fiir ¢ = 4 und b = 0.2. Fiir diese Wahl von
q ist 2% ein quadratisches Gitter der Breite 2b, das den gesamten Phasenraum
iitberdeckt. Im folgenden sollen allein die periodischen Orbits auflerhalb von
betrachtet werden.

In Abbildung 4.6(a) sind die zugehorigen L,—invarianten Mengen von Lemma
4.2 gezeigt. Abbildung 4.8 zeigt schematisch den Zusammenhang zwischen diesen
Mengen und den periodischen Orbits. Die diinn gezeichneten Quadrate stellen
den Rand von Q> dar und die dicker gezeichneten Linien — der Ubersichtlichkeit
halber teils durchgezogen, teils gepunktet — die unterschiedlichen Rénder der
L,—invarianten Mengen. Man geht nun von innen nach auflen: Nach Lemma 4.2
kann M, ; nur die beiden mit 0 markierten Quadrate aufeinander abbilden. Da
damit M, ; auf den inneren beiden Quadraten festgelegt ist, kénnen die mit 1
markierten Quadrate — ebenfalls nach Lemma 4.2 — nur auf diese Quadrate
abgebildet werden. Analoges gilt fiir die mit den Symbolen 2 und 3 markierten
Quadrate, und so weiter.

Man erhilt also Klassen von Quadraten die konzentrisch um den Ursprung
angeordnet sind und unter M, ; aufeinander abgebildet werden. Nun ist M, ;
auBerhalb von Q> eine Isometrie, das heifit, die Quadrate werden nur gedreht
und verschoben. Damit ist klar, daf3 die Mittelpunkte der Quadrate periodische
Punkte sind. Eine Moglichkeit, die Perioden dieser Punkte zu ermitteln, ist eine
Analyse der Symmetrielinien wie sie in den Abbildungen 4.3 bis 4.5 exemplarisch
fiir den Fall ¢ = 6 durchgefiihrt wurde. Eine andere Moglichkeit ist, zu untersu-
chen, wie die Quadrate aufeinander abgebildet werden. Ist dies bekannt, so kennt
man ebenfalls die Perioden der Mittelpunkte. Dies soll im folgenden erldutert
werden.

Wie in Abbildung 4.8 bereits angedeutet, numeriert man die Klassen von innen
nach auflen durch. Man stellt fest, dal von einer Klasse zur néchsten in jedem
Quadranten jeweils ein Quadrat hinzukommt, also insgesamt vier Quadrate. Das
heifit, die Anzahl der Quadrate N(n) und die Anzahl der Quadrate im ersten
Quadranten N(n) einer Klasse ist durch

N(n)=2+4n bzw. N(n)=1+n (4.19)

gegeben, wobei n = 0,1,2,... die Nummer der Klasse bedeutet. Man macht sich
nun anschaulich klar, da§ M, ; das oberste Quadrat im ersten Quadranten einer
Klasse auf das oberste (ganz rechts liegende) Quadrat im vierten Quadraten ver-
schieb und zugleich um —90 Grad dreht — mit Ausnahme der Klasse 0, die ja nur
aus zwei Quadraten besteht. Ordnet man nun die Quadrate einer Klasse im ma-
thematisch negativen Sinn an, so macht M, # nichts anderes, als die Quadrate um
die Anzahl der Quadrate im ersten Quadranten N (n) im mathematisch negativen
Sinn zu verschieben.
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Abbildung 4.8: Schematischer Aufbau des Netzes fiir ¢ = 4.

0 2 4 18 | 8 34
1 3 5 11 9 19
2 10 |6 26 |10 42
3 7 7 15 |11 23

Tabelle 4.1: Perioden der Maschenmittelpunkte fiir ¢ = 4.

Abstrakt gesehen hat man also eine Reihe von N(n) = 2 + 4n Quadraten, auf
der M, ; durch zyklisches Durchschieben um N(n) Plitze operiert. Es ist klar,
daBl man nach
_ kgV(N(n),N(n)) _kgV(2+4n,n+1)

N(n) n+1

k(n) (4.20)
derartigen Operationen wieder beim urspriinglichen Ergebnis angelangt ist. k(n)
ist daher die Periode der Mittelpunkte der Klasse n.

Tabelle 4.1 zeigt eine Reihe von berechneten k(n)-Werten, die sich auch mittels
Analyse der Symmetrielinien verifizieren lassen. Man erinnere sich an Satz 4.1,
demzufolge MF ;(n) um einen Punkt der Periode k(n) eine Drehung um —k(n)a =

—27?@ ist. Da keiner der aufgefiihrten k(n)-Werte ein Vielfaches von ¢ = 4 ist,
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sind alle nichtzentralen Punkte in den Quadraten von der Periode 2k(n) bzw.
4k(n), je nachdem ob k(n) gerade oder ungerade ist.

q=6:

Dieser Fall ist komplizierter als der Fall ¢ = 4, da 2°° sowohl Dreiecke als auch
Sechsecke umschliefen kann. Abbildung 4.2 zeigt Q2> fiir b = 0.2. Man kann sich
leicht vorstellen, dafl zuerst die Dreiecke verschwinden und danach die Sechsecke,
wenn die Breite 2b der Streifen langsam erhoht wird. Im folgenden soll b jedoch
klein genug sein, dafl sowohl Dreiecke als auch Sechsecke vorhanden sind.

Da M, ; flichenerhaltend und auBerhalb von 2 sogar eine Isometrie ist,
konnen Sechsecke nicht auf Dreiecke abgebildet werden und umgekehrt. Somit
ist es moglich, diesen Fall praktisch genauso zu behandeln, wie den Vorherigen.

Abbildung 4.9 zeigt schematisch die Menge Q> und die Rénder der L,—
invarianten Mengen im Sinne von Lemma 4.2 (siehe Abbildung 4.6(b)). Zunéchst
einmal sollen nur die Sechsecke betrachtet werden, die ja nach der vorangegangen
Bemerkung aufeinander abgebildet werden miissen.

Im Gegensatz zu ¢ = 4 konnen dieses Mal nicht einfach nur die Quadranten
betrachtet werden. Der Phasenraum mufl aufgrund der sechszihligen Symmetrie
in sechs Sektoren aufgeteilt werden, wie durch die gestrichelten Linien angedeutet.
Die Sektoren sollen im mathematisch negativen Sinne durchnumeriert sein. Die
L,—invarianten Mengen teilen die Sechsecke wie im vorangegangen Fall wiederum
in Klassen ein, die konzentrisch um den Ursprung herum angeordnet sind. Die
Klassen werden erneut von innen heraus durchnumeriert. Die Klasse 0 besteht aus
4 Sechsecken und man stellt fest, dal von einer Klasse zur néchsten pro Sektor
ein Sechseck hinzukommt, also insgesamt sechs Sechsecke. Damit ist die die Zahl
Ng(n) der Sechsecke pro Klasse und Ng(n) der Sechsecke im ersten Sektor gleich

Ng(n) =4 +6n bzw. Ng(n)=1+n, (4.21)

wobei n =0,1,2,3,... erneut die Nummer der Klasse bedeutet.

Man macht sich nun anschaulich klar, dafl ]\Zfa, ¢ das erste Sechseck im ersten
Sektor auf das erste Sechseck im zweiten abbildet. Folglich ist M, ; wieder eine
Verschiebung um Ng(n). Da die Sechsecke dabei nur gedreht und verschoben wer-
den, sind die Mittelpunkte der Sechsecke periodisch. Ganz entsprechend berechnen
sich dann die Perioden kg(n) dieser Mittelpunkte zu

_ kgV (Ng(n), Ng(n)) _ kgV(4 4+ 6n,n + 1).

o — (4.22)

ke (n)

Die neben den Sechsecken auftretenden Dreieck werden nun genauso behandelt.
Dann ergibt sich die Anzahl N3(n) der Dreiecke pro Klasse und die Anzahl N3(n)
7u

Ns(n) =2+12n bzw. Ns(n) =1+ 2n. (4.23)

Damit ergibt sich analog fiir die Perioden der Mittelpunkte:

kgV(2+ 12n,2n+ 1)
ks(n) = o . (4.24)
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Abbildung 4.9: Schematischer Aufbau des Netzes fiir ¢ = 6.

n ke(n) ks(n)|n ks(n) ks(n)| n ke(n) ks(n)
0 4 2 4 28 50 8 52 98
1 5 14 5 17 62 9 29 110
2 16 26 6 40 72 10 64 122
3 11 38 7 23 86 11 35 134

Tabelle 4.2: Perioden der Maschenmittelpunkte fiir ¢ = 6.

Tabelle 4.2 zeigt einige berechnete Werte von k3(n) und kg(n), die auch anhand
der Symmetrielinien iiberpriift werden kénnen. In Abbildung 4.5 sind beispiels-
weise die ersten ks(n)— und ke(n)-Werte fiir diesen Fall gezeigt, wie sie sich aus
der Analyse der Symmetrielinien ergeben haben.

q=3:

Der Fall ¢ = 3 kann praktisch genauso behandelt werden wie der Fall ¢ = 6,
nur wird der Phasenraum dieses Mal nicht in sechs Sektoren eingeteilt, sondern
in drei.

Abbildung 4.10 zeigt schematisch den Aufbau des Netzes fiir ¢ = 3. Teilt man
die Sechsecke und Dreiecke nun in gewohnter Weise wieder in Klassen ein (siehe
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Abbildung 4.10: Schematischer Aufbau des Netzes fiir ¢ = 3.

Abbildung 4.7(a)), so gilt fiir die Sechsecke:
Ng(n) =2+6n bzw. Ng(n)=1+2n. (4.25)

Hierbei ist Ng(n) wiederum die Anzahl der Sechsecke pro Klasse und Ng(n) die
Anzahl der Sechsecke im ersten Sektor. Fiir die Perioden der Mittelpunkte folgt
damit:

~ kgV(2+6n,2n+1)

ke(n) T 1 (4.26)
Entsprechend ergibt sich fiir die Anzahl der Dreiecke:
Ns(n) =104 12n  bzw. Ns(n) =4+ 4n. (4.27)
Und wie iiblich gilt fiir die Perioden der Mittelpunkte dann:
ks(n) = kgV (10 + 12n,4 + 4n). (4.28)

4+ 4n
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n ke(n) ks(n)|n ks(n) ks(n)| n ke(n) ks(n)
0 2 5 4 26 29 8 50 53
1 8 11 5 32 35 9 56 59
2 14 17 6 38 41 10 62 65
3 20 23 7 44 47 11 68 71

Tabelle 4.3: Perioden der Maschenmittelpunkte fiir ¢ = 3.

Tabelle 4.3 zeigt die ersten berechneten ks(n)— und kg¢(n)-Werte.

Hiermit sind die Fille ¢ € {3,4,6} praktisch vollstindig erkldrt. Bevor je-
doch die verbleibenden Fille diskutiert werden, zunéchst eine kleine Anmerkung
dazu, weshalb die Fille ¢ € {3,4,6} eine besondere Bedeutung haben: Im folgen-
den Abschnitt wird der Fall periodischer Kick—Funktionen untersucht. Es wird
sich herausstellen, dal gerade fiir diese ¢—Werte die Abbildung Mfi s Translati-
onssymmetrie besitzt und sich zusammen mit den (Umkehrenden) Symmetrien
eine Kristallsymmetriegruppe ergibt. Daher werden die Félle g € {3,4,6} als kri-
stallsymmetrische Falle bezeichnet. Diese Bezeichnung ist auch fiir aperiodische
Kick—Funktionen sinnvoll, da die Menge Q> fiir ¢ € {3,4,6} ebenfalls Transla-
tionssymmetrie besitzt. Dies darf jedoch nicht dariiber hinwegtduschen, dafl die
Abbildung selber keine derartige Translationssymmetrie hat. Anhand des gerade
besprochenen Aufbauprinzips der periodischen Orbits wire das unmoglich.

Die anderen Fille ¢ ¢ {3,4,6} sind dadurch gekennzeichnet, dafl 2> eine sehr
viel verschachteltere Struktur hat, die trotz einer gewissen RegelméBigkeit kei-
nerlei Translationssymmetrie zu besitzen scheint. Diese Fille sollen im folgenden
auch quasikristalline Félle genannt werden.

Abbildung 4.11 zeigt als Beispiel die Menge Q% fiir den Fall ¢ = 5. (Im Gegen-
satz zu den Abbildungen 4.1 und 4.2 konnte hier aus numerischen Griinden nicht
weit genug iteriert werden, um 2*° in dem gezeigten Ausschnitt zu realisieren.)
Hierbei ist die Breite b so klein gewihlt, dafl moglichst viel von der Struktur zu
erkennen ist. Nach der allgemeinen Theorie aus Unterabschnitt 4.1.1 ist gesichert,
daBl alle Punkte aulerhalb 2> periodisch sind.

Nun ist ersichtlich, dafl mit wachsendem b die feineren Strukturen der Reihe
nach verloren gehen, bis schlieflich nur noch die gréfferen Fiinf- und Zehnecke
frei bleiben. Je kleiner also b gewéhlt wird, desto mehr wird von der Feinstruktur
des Netzes erkennbar. Um einen Eindruck davon zu erhalten, wie kompliziert das
Netz werden kann, soll im folgenden der Fall b — 0 betrachtet werden. Das heif3t,
die Streifen, aus denen sich 2*° zusammensetzt, schrumpfen zu Linienstiicken
zusamien.

Bei einem derartigen Grenziibergang ist jedoch zu beachten, dafl die Abbildung
M, ; fiir b = 0 nicht mehr stetig ist. Obwohl das fundamentale Lemma 4.1 auch
fiir diesen Fall bewiesen werden kann, haben die folgenden Abbildungen allein den
Sinn, ein Grundgeriist fiir das Netz zu zeigen. Es ist schwer, fiir unstetiges M, ;
einen Orbit zu finden, der die Netzstruktur wiedergibt, zumal da alle Orbits, die
in die Ndhe der Unstetigkeit gelangen, mit Rechenfehlern behaftet sind.
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Abbildung 4.11: Die Menge Q* fiir ¢ = 5 und b = 0.05.

Die Netzstruktur fiir b — 0 l&8t sich auf einfache Weise durch Riickwérts—
Iteration der u—Achse ermitteln; Abbildung 4.12 zeigt dies fiir den Fall ¢ = 5. Da
die Netzstruktur auch fiir den Fall b — 0 invariant ist, lielen sich die dieselben
Bilder auch durch Vorwérts—Iteration der u—Achse gewinnen. Aus numerischen
Griinden wurden nur 150 Iterationen abgebildet. Man erkennt jedoch, dafl sich
die Struktur aus Fiinf- und Zehnecken an mehreren Stellen in immer kleinerer
Skalierung fortsetzt. Bei jedem b > 0 wird ein Teil dieser Struktur von 2* iiber-
deckt und ist somit nicht mehr erkennbar.

Trotz dieser komplizierten Gestalt ist gesichert, daf jeder Punkt aulerhalb von
2> periodisch ist. Das Problem bei ¢ = 5 besteht nun darin, dafl mit kleiner wer-
dendem b immer mehr Zusammenhangskomponenten in R? — Q> hinzukommen.
Dennoch existieren auch hier die L,—invarianten Mengen von Lemma 4.2, die die
Struktur, genauso wie bei den Fillen ¢ € {3,4,6}, in konzentrische Klassen um
den Ursprung einteilen. Fiir die Félle ¢ = 3 und ¢ = 6 gab es in diesen Klassen so-
wohl Dreiecke als auch Sechsecke. Fiir ¢ = 5 besteht jede Klasse jedoch aus Fiinf-
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Abbildung 4.12: Netzstruktur fiir ¢ = 5 und b — 0.

und Zehnecken, deren Anzahl mit kleiner werdendem b beliebig groff werden kann.

Nichtsdestotrotz ist es prinzipiell moglich, bei der Analyse der Perioden ge-
nauso zu verfahren wie in den Féllen ¢ € {3,4,6}. Da Ma, ¢ flachenerhaltend ist,
konnen natiirlich Fiinf- oder Zehnecke einer bestimmten Gréfle nicht auf Fiinf-
oder Zehnecke einer anderen Grofle abgebildet werden. Innerhalb jeder Klasse
wére es also notig, die Fiinf- und Zehnecke entsprechend ihrer Grofle zu klassifi-
zieren und anschliefend die N(n)- und N (n)-Werte fiir jede dieser GréBenklassen
zu bestimmen. Entsprechend dem b-Wert miifite dies dann bis zu beliebig kleinen
Strukturen durchgefiihrt werden, will man die gesamte Struktur erfassen.

Es ist jedoch denkbar, dal sich gewisse Abhéngigkeiten in den N(n)- und
N (n)-Werten von einer GroBenklasse zur nichsten aufspiiren lassen und sich somit
die komplette Struktur erfassen l&8t. Eine derartige Analyse wiirde jedoch den
Rahmen dieser Arbeit sprengen.

Stattdessen soll zumindest ansatzweise eine Erklarung fiir das Entstehen dieser
Strukturen gegeben werden. Die Abbildungen 4.13 und 4.14 zeigen, dafl dhnlich
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Abbildung 4.13: Netzstruktur fiir ¢ = 7 und b — 0.

verschachtelte Strukturen auch fiir andere Werte ¢ ¢ {3,4,6} auftreten. Dabei
ist aufféllig, dafl fiir ¢ = 7 die Struktur aus Sieben— und Vierzehnecken besteht,
wéhrend die Struktur fiir ¢ = 8 praktisch nur aus Achtecken zu bestehen scheint.

Entsprechend der skalierten Version von (1.24) kann die n—te Iterierte von M, ;
wie folgt geschrieben werden:

-n [ cosna  sinnao x iy sin(n — k)
Mas: ( u ) ~ < —sinna  cosna ) < u ) +kz:0f(x") ( cos(n — k)a )
(4.29)
Dabei ist zu beachten, daf§ im Grenzfall b — 0 die f(z,) nur die Werte £1
annehmen konnen. Mg s setzt sich also zusammen aus einer Drehung um den
Winkel na und einer Summe von Vektoren des Typs A (sin(n — k), cos(n — k)a)
mit A\, € Z.
Fiir die Netzstruktur bedeutet dies, dafl die u—Achse um die Winkel —na ge-
dreht, an einigen Stellen getrennt und um die Vektoren A (sin(n—k)a, cos(n—k)a)
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Abbildung 4.14: Netzstruktur fiir ¢ = 8 und b — 0.

verschoben wird. Betrachtet man nun alle moglichen Drehungen der u—Achse (sie-
he Abbildung 4.15), so ist klar, dal die u—Achse fiir ungerades ¢ gerade in ¢
Richtungen gedreht werden kann, wihrend bei geradem ¢ nur ¢/2 verschiedene
Richtungen moglich sind.

Es scheint nun ein wesentliches Aufbauprinzip der Netzstrukturen zu sein, dafl
die Maschen regelméflige n—FEcke sind, deren Rand sich aus allen méglichen Rich-
tungen zusammensetzt. Fiir ¢ = 5 und ¢ = 7 sind daher Fiinf- und Zehnecke bzw.
Sieben— und Vierzehnecke moglich, wihren fiir ¢ = 8 nur Achtecke moglich sind.
(Kein anderes regelméfliges n—Fck setzt sich aus den vier moglichen Richtungen
zusammen.) Der Fall ¢ = 8 ist insofern ein Sonderfall, als zum Beispiel bei ¢ = 10
auch Fiinfecke oder bei ¢ = 12 auch Sechsecke auftreten.

Damit ist zumindest das Auftreten der verschiedenen n—FEcke erklart. Um nun
das Auftreten der komplizierten Strukturen fiir die Félle ¢ & {3, 4,6} zu erkldren,
muf} auf eine weitere Besonderheit dieser ¢—Werte aufmerksam gemacht werden.
Betrachtet man den Phasenraum als komplexe Ebene, so werden die Vektoren
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(a) g=5 (b) g=7 (c)g=8

Abbildung 4.15: Richtungen fiir verschiedene g—Werte.

e (sin(n — k)a, cos(n — k)a) durch komplexe Zahlen vom Typ Aze*®e’® reprisen-
tiert. Durch Drehung des Koordinatensystems kann der konstante Phasenfaktor
e® vernachliissigt werden. Daf heifit man interessiert sich vornehmlich fiir kom-
plexe Zahlen von der Gestalt A\e™*® = \,e?™*/% mit A\, € Z. Aus der Theorie der
Kreisteilungskorper ist bekannt, dafl die Menge

27 q_l 1. 2T
Q (ez7) = {Z ape’™ 7 |ay € Q Vk} , (4.30)
k=0
aufgefalt als Q—Vektorraum, die Dimension

dimQ (¢'7) = ¢(q) (4.31)

hat. Hierbei ist ¢(q) die Eulersche ¢—Funktion, die genau fiir die ¢—Werte ¢ €
{3,4,6} den Wert ¢(q) = 2 hat.

Da fiir alle Vorfaktoren A\, € Z C @ gilt, kann die Struktur des Netzes als Pro-
jektion eines ¢(gq)-dimensionalen Gitters auf eine zweidimensionale Ebene ange-
sehen werden. Fiir die kristallsymmetrischen Fille ¢ € {3,4,6} ergibt sich daraus
keine Schwierigkeit, wihrend alle anderen Fille Projektionen héherdimensionaler
Gitter auf die Ebene darstellen. Es ist bekannt, dafl bei derartigen Projektionen
sehr komplizierte Muster entstehen kénnen.

Diese Bemerkungen sollen keine mathematisch korrekte Begriindung darstellen,
zumal da sehr regelméfliige Penrose-Muster ebenfalls aus der Projektion hoherdi-
mensionaler Gitter ins Zweidimensionale gewonnen werden konnen.

4.1.3 Das Stochastische Netz

In den vorherigen beiden Unterabschnitten wurde ausschliellich die Dynamik auf
dem Phasenraumbereich R? — Q> besprochen, und es hat sich gezeigt, da8 alle
darin startenden Orbits periodisch sind. Uber die Dynamik auf Q° wurden bis
jetzt noch keine Aussagen getroffen.
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Die Kick-Funktion f(z) sei weiterhin von der Gestalt (4.3). Fiir die Dynamik
auf 2* ist nun die Funktion ¢g(z) entscheidend. Im einfachsten Fall ist g(z) linear,
wie bereits im Unterabschnitt 4.1.1 zur Berechnung der Symmetrielinien angenom-
men (siehe (4.14)). f(z) hat dann die Gestalt von f4;(x) (siehe (1.29)). Wie schon
besprochen, kann K = 1 gewihlt werden. Die Poincaré-Abbildung M, ¢ ist dann
stiickweise linear und nur noch von den Parametern o und b abhéngig. Weiterhin
soll p =1 gelten, das heifit a = 27 /q fiir ¢ > 2.

Es zeigt sich, daf} sich die Abbildung M,, ; auf der Menge Q* chaotisch verhélt
und im Phasenraum ein Stochastisches Netz erzeugt. Hierzu zwei Abbildungen,
die sich gut in die bisherigen Uberlegungen eingliedern:

Da sdmtliche Punkte aulerhalb der Menge €2 periodisch sind, kann sich ein
chaotischer Orbit nur innerhalb dieser Menge entwickeln. Die Abbildungen 4.16
und 4.17 zeigen jeweils einen Orbit der in der Néhe der u—Achse gestartet wurde.
Vergleicht man diese beiden Orbits mit den Abbildungen 4.1 und 4.2 der Menge
Q> gerade fiir die entsprechenden Parameterwerte, so ist die Ahnlichkeit offen-
sichtlich. Mehr noch scheinen die obigen Orbits sogar dicht in 2*° zu liegen.

Im folgenden soll die Chaotizitit auf der Menge 2> néher untersucht werden.
Hierzu wird zunéchst die Stabilitét des zentralen Fixpunktes (0,0) bestimmt. Da
M, ; eine zweidimensionale Abbildung ist, 148t sich die Stabilitdt am einfachsten
mit dem Residuum des Fixpunktes bestimmen (siehe [16]). Das Residuum ist wie
folgt definiert:

R=— i(g _ Ty DML ). (4.32)

Dabei ist DMa,f an der Stelle des Fixpunktes zu nehmen. Ist R < 0, so ist
der Fixpunkt hyperbolisch; fiir 0 < R < 1 ist der Fixpunkt elliptisch und fiir
R > 1 invers hyperbolisch. Fiir den zentralen Fixpunkt (0,0) von M, ; kann das
Residuum schnell berechnet werden:

1 sin «v
R= 5 (1 cos av + 5 ) : (4.33)
Man erkennt sofort, daf} fiir geniigend kleines b und ¢ > 2 das Residuum R immer
grofer als eins ist. Das heifit, der zentrale Fixpunkt ist invers hyperbolisch. Fiir
die in den Abbildungen 4.16 und 4.17 gewéahlten g—Werte ist b = 0.2 bereits klein
genug.

Es ist daher naheliegend, die stabile und instabile Mannigfaltigkeit dieses Fix-
punktes zu verfolgen. Da das System stiickweise linear ist, kann man erwarten,
dafl die invarianten Mannigfaltigkeiten sich aus mehr oder minder kompliziert
verschachtelten, stetig verbundenen Linienstiicken zusammensetzen.

Abbildung 4.18 zeigt die instabile und Abbildung 4.19 die stabile Mannigfal-
tigkeit des Fixpunktes (0,0) zu ¢ = 6 und b = 0.2, der Rand der Menge Q* ist
durch die punktierten Linien markiert. Es darf nicht iiberraschen, daf§ die beiden
Mannigfaltigkeiten durch Spiegelung an der Achse (sin(a/2), cos(«/2)) ineinander
iibergehen; diese Spiegelung ist gerade die Umkehrende Symmetrie Sy von M, ;.
Durch Ubereinanderlegen beider Abbildungen erkennt man, daf8 sich beide Man-
nigfaltigkeiten in vielen homoklinen Punkten schneiden, von denen einige bereits



Kapitel 4. Der Grenzfall § =0 68

Abbildung 4.16: Orbit fiir ¢ = 4 und b = 0.2. Startwerte o = 0 und ug = 0.2.
20000 Iterationen.

in entfernten Armen der Menge Q* liegen. Fiir den Fall ¢ = 4 ergeben sich ganz
entsprechende Bilder, die hier jedoch nicht gezeigt werden sollen.

Da sich die Dynamik in der Ndhe des Fixpunktes im wesentlichen entlang der
instabilen Mannigfaltigkeit entwickelt, ist erkennbar, daf§ die Orbits zwar immer
wieder nach innen gefaltet, aber auch weit nach aulen gedriickt werden. Durch
die vielen homoklinen Punkte entsteht eine “Durchmischung” der Dynamik, die
letztlich die Chaotizitdt auf diesem Phasenraumbereich ausmacht. Dieses kann
folgendermafen erkléirt werden:

Zunichst ist anzumerken, dafl aus der Existenz eines homoklinen Punktes
die Existenz von unendlich vielen homoklinen Punkten resultiert. Dies ist in-
sofern anschaulich klar, als beide Mannigfaltigkeiten invariante Mengen sind,
das heifit, sie werden unter der Dynamik auf sich selbst abgebildet. Damit ist
klar, dal homokline Punkte wiederum auf homokline Punkte abgebildet wer-
den miissen. Nun konvergiert aber jeder Punkt auf der stabilen Mannigfaltigkeit
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Abbildung 4.17: Orbit fiir ¢ = 6 und b = 0.2. Startwerte xqg = 0 und uy = 1. 20000
Iterationen.

unter Vorwérts—Iteration und jeder Punkt der instabilen Mannigfaltigkeit unter
Riickwarts—Iteration gegen den zentralen Fixpunkt. Hat man nun einen homo-
klinen Punkt gegeben, so erhélt man durch Anwendung der Dynamik auf diesen
Punkt bereits beliebig viele homokline Punkte.

Nun bilden die stabile und die instabile Mannigfaltigkeit zwischen zwei homo-
klinen Punkten eine Schlaufe, die ein gewisses Phasenraumgebiet umfafit. Da die
Mannigfaltigkeiten, wie oben angemerkt, invariante Mengen sind, wird unter der
Dynamik eine Schlaufe auf die néchste abgebildet. Ferner ist die Dynamik kon-
servativ, das heifit flichenerhaltend, was zur Folge hat, daf3 sémtliche Schlaufen
dasselbe Phasenraumvolumen umfassen. Es ist anschaulich klar, daf§ die Schlaufen
in der Nahe des Fixpunktes immer dichter werden und sich dort vielfach trans-
versal iiberdecken. Es ist mathematisch exakt bewiesen (siehe zum Beispiel [17]),
daBl dies zur Folge hat, daf} eine gewisse Iterierte der Dynamik auf einem Gebiet
in der Néhe des Fixpunktes topologisch konjugiert zur Hufeisenabbildung ist. Dies
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Abbildung 4.18: Instabile Mannigfaltigkeit des Fixpunktes (0,0) fir ¢ = 6 und
b=20.2.

soll anhand der gegeben Dynamik demonstriert werden.

In Abbildung 4.20 wird ein Parallelogramm, welches in der nahen Umgebung
des zentralen Fixpunktes liegt und parallel zu den Eigenrichtungen ist, unter
der Dynamik fiinfmal iteriert. Die urspriingliche Menge und die 5. Iterierte sind
im untersten Bild iibereinandergelegt. In Abbildung 4.21 ist das Analoge fiir die
Riickwértsdynamik durchgefiihrt.

Man erkennt, dafl die 5. Vorwérts— und die 5. Riickwirts—Iterierte der Menge
die urspriinglich Menge in jeweils drei Streifen schneiden, wobei wichtig ist, dafl die
Streifen der Vorwéartsdynamik das urspriingliche Gebiet horizontal und die Streifen
der Riickwartsdynamik das urspriingliche Gebiet vertikal schneiden. Hierbei ist
“vertikal” und “ horizontal” als Schnitt mit dem oberen und unteren bzw. linken
und rechen Rand zu verstehen. Nur unter dieser Bedingung ist eine topologische
Konjugiertheit zu einer vollstdndigen Hufeisenabbildung gegeben.

Mit Hilfe dieser Hufeisenabbildung ist es prinzipiell moglich, auf dem Aus-
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Abbildung 4.19: Stabile Mannigfaltigkeit des Fixpunktes (0,0) fiir ¢ = 6 und
b=10.2.

gangsgebiet eine symbolische Dynamik mit drei Symbolen einzufiihren, so daf die
Dynamik auf einer vollstdandig hyperbolischen Cantor-Menge innerhalb des Ge-
biets topologisch konjugiert zur Shift-Abbildung ist, womit die Chaotizitat auf
dieser Menge streng mathematisch bewiesen wére. Dies soll jedoch nicht in allen
Einzelheiten durchgefiihrt werden. Es sei jedoch erwahnt, dafl sich die Dynamik
unter Ausnutzung der Punktsymmetrie im Ursprung auf zwei Symbole reduzieren
1aBt.

Die Abbildungen 4.22 und 4.23 zeigen, daB die vorstehenden Uberlegungen
auch fiir den Fall ¢ = 6 durchfiithrbar sind.



Kapitel 4. Der Grenzfall § =0 72

Abbildung 4.20: Vorwérts-Iteration eines Parallelogramms (¢ =4 und b = 0.2).
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Abbildung 4.21: Riickwérts—Iteration eines Parallelogramms (¢ = 4 und b = 0.2).
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Abbildung 4.22: Vorwirts—Iteration eines Parallelogramms (¢ = 6 und b = 0.2).
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Abbildung 4.23: Riickwérts—Iteration eines Parallelogramms (¢ = 6 und b = 0.2).
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4.1.4 Differenzierbare Kick—Funktion

Wie in Abschnitt 1.7 bereits angedeutet, kann die in den vorherigen Unterab-
schnitten verwandte stiickweise lineare Kick—Funktion fa;(x) durch die Kick—
Funktion fas(x) (siehe (1.31)) angenéhert werden bzw. umgekehrt. Die Kick—
Funktion fas(z) hat den Vorteil, daf§ sie beliebig oft differenzierbar ist und eine
aus mathematischer Sicht etwas ansprechendere Gestalt hat als fa;.

Abbildung 4.24 zeigt ein typisches Phasenportrait von M, ;,, fiir ¢ = 6 und
b = 0.1 anhand von giinstig ausgewéhlten Orbits. Das erkennbare Stochastische
Netz ist ein Orbit mit 40000 Iterationen, der in der Néhe des Ursprungs gestartet
wurde. Innerhalb der Maschen wurden zusétzlich vier Orbits gestartet und fiir
jeweils 4000 Iterationen verfolgt.

Zunichst ist die Ahnlichkeit mit den bisher von f4;(2) bekannten Strukturen
anzumerken. Zum einen gibt es ein Stochastisches Netz, dessen Struktur sich von
dem bisherigen praktisch nicht unterscheidet; zum anderen scheinen alle Punkte
auflerhalb des Netzes stabil zu sein. An den invarianten Kurven erkennt man
jedoch, dafl nicht mehr alle Punkte auflerhalb des Netzes periodisch sind, sondern
nur noch quasiperiodisch. Dies ist nicht weiter iiberraschend, da die Konstanz
von f(x) auBerhalb eines gewissen Bereiches um die u—Achse fiir faa(x) nicht
mehr gewéhrleistet ist. Erst in der Ndhe der Mittelpunkt scheinen die bisherigen
Ergebnisse zu gelten, wie an dem abgebildeten 12-Zyklus erkennbar ist

Ferner ist zu bemerken, da8 es fiir f4o(z) auf dem Stochastischen Netz Stabi-
litétsinseln gibt, die bei groflerem b deutlich erkennbar werden. Abbildung 4.25
zeigt die Orbits mit denselben Startwerten, wie in in Abbildung 4.24, nur mit dem
Unterschied, dafl b = 0.2 gesetzt wurde. Die Liicken in dem Stochastischen Netz
sind deutlich erkennbar.

Ohne genaue Analyse sei an dieser Stelle angemerkt, daf§ an den Stellen, wo die-
se Stabilitétsinseln in Erscheinung treten, bei der stiickweise linearen Abbildung
fa1(x) marginal stabile Punkte (mit Residuum 0) liegen, die bei fao(z) elliptisch
werden.

ZusammengefaBt 148t sich sagen, daf sich die Strukturen von M, ;,, fiir kleines
b mit der bisherigen Theorie erkldaren lassen, fiir groflere b—~Werte jedoch Struktu-
ren entstehen, die gesondert behandelt werden miissen. Auf eine umfangreichere
Untersuchen sei an dieser Stelle verzichtet.
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Abbildung 4.24: Phasenportrait zu fas(z) fir ¢ = 6,K =1 und b = 0.1.
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Abbildung 4.25: Wie Abbildung 4.24, jedoch b = 0.2.
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4.2 Periodische Kick—Funktionen

Im vorherigen Abschnitt wurde die Kick—Funktion f(z) so gewahlt, daf§ durch sie
ein regelméfiges Stochastisches Netz erzeugt wurde, dessen Geometrie sich auf
einfache Weise erkldren lie. Zudem hatte die stiickweise lineare Abbildung den
Vorteil, dafl die chaotischen und die reguldren Bereiche des Phasenraumes scharf
voneinander getrennt waren und sich die Breite der stochastischen Kanile direkt
aus den Parameterwerten ergab.

Die meisten Uberlegungen sollen im folgenden anhand der Kick-Funktion

f(z) = =K sin(27x) (4.34)

durchgefiihrt werden, also anhand der Kick—Funktion fp;(z), die in Abschnitt
1.7 kurz eingefiihrt wurde (siehe (1.33)). Mit dieser Kick-Funktion wird M, ; zu
der von Zaslavsky eingefiihrten Netzabbildung. Zur Netzabbildung wurden um-
fangreiche Untersuchungen durchgefiihrt (siehe zum Beispiel 3, 4, 8, 11, 18, 19]),
jedoch soll nicht vergessen werden, dafl obiges f(x) nicht die einzige periodische
Kick—Funktion ist, die ein Stochastisches Netz erzeugt. Yu und Parmenter ha-
ben in [9] mehrere periodische Kick—Funktionen vorgestellt, die ein ganz dhnliches
Verhalten zeigen.

4.2.1 Kristallsymmetrien

Als erstes iiberlegt man sich, dafl nur Kick-Funktionen mit der (rdumlichen) Pe-
riode 1 betrachtet werden miissen. Hat man némlich eine Kick—Funktion f(x)
mit der Periode b # 0 gegeben, so ist M, s, dhnlich wie fiir aperiodische Kick—
Funktionen (vergleiche 4.10), iiber die Umskalierung

Y (4.35)

SN
x‘ J—
b

b
topologisch konjugiert zu einem M o fr WObel f () die Periode 1 hat. Ohne Ein-
schrankung habe also f(x) immer die Periode 1.

Es soll im folgenden weiterhin o = 27/¢ mit ¢ € N gelten (siehe (4.16)). In der
Betrachtung der aperiodischen Kick—Funktion zeigte sich bereits, dal man fiir die
Félle ¢ € {3,4,6} eine sehr gleichformige Netzstruktur mit einer offensichtlichen
Translationssymmetrie erhielt, wiahrend sich fiir die anderen Fille, wie ¢ = 5 oder
q = 7, ein recht kompliziertes, verschachteltes Netz ergab. Es liegt also nahe, die
Falle g € {3,4,6} getrennt zu untersuchen und nach Méglichkeit eine Begriindung
der Unterschiede zu liefern.

Es soll nun gezeigt werden, dafi M? s Translationssymmetrie besitzt, sofern
q € {3,4,6} und f(x) periodisch ist. Um dles zu zeigen, soll die ¢—te Iterierte von
M ; in anderer Form als in (1.24) geschrieben werden. Es sei daran erinnert, daf
Ma s die Komposition zweier Abbildungen ist:

M, ;= ®,0Ug (4.36a)
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mit

cosa sino T
o, = < Csina cosa ) und Vg (z,u) = ( ut f(z) ) (4.36D)

®,, ergibt sich aus der Teilchenbewegung zwischen den Kicks, und Wy beschreibt
den Impulsiibertrag beim Kick. In der hier gewihlten Skalierung (1.15) reduziert
sich @, auf eine einfache Drehung um den Winkel —a.

Dann kann die ¢-te Iterierte von M, ; auch in der folgenden Weise geschrieben
werden:

q
My = (Pa0Vg)" =[] Yra (4.37a)
k=1
mit
\Ilkoz = (I)ka o \I/K o (I)—ka- (437b)

Hierbei soll I] eine sukzessive Komposition und ®y, eine Drehung um den Winkel
—ka bedeuten. Es ist zu beachten, dafl das Produkt [] von links nach rechts
geschrieben wird und ®_,, = id gilt. Im Grunde ist (4.37a) nichts weiter als eine
etwas aufwendige Umstellung der verschiedenen Faktoren, sie erlaubt es jedoch,
eine einfache Bedingung fiir die Symmetrien von M (‘i  anzugeben. Eine Abbildung
L ist eine Symmetrie von M > wenn sie Symmetrie von allen Wy, mit 1 <k <g¢
ist bzw. mit allen Wy, kommutiert, das heiit (vergleiche (3.1)):

VpooL=LoW, = M!,oL=LolM!,. (4.38)

Angenommen Mi f hat eine Translationssymmetrie

[ x T+ Az
LAm,Au- ( u ) H(u—l—Au)’ (439)

die mit allen ¥, kommutiert. Zundchst muf ein solches Laz A, mit Uy = W,
selber kommutieren. Dies bedeutet aber, dal Ax eine ganze Zahl sein muf}, wobei
davon ausgegangen wurde, dafi 1 die Hauptperiode der Funktion f(x) ist. Also
kommen nur Translationssymmetrien der Gestalt

[z T+ An

mit An € Z in Frage. Ferner ist ersichtlich, dafl mit La, a, auch die Abbildung
Do 0 Lan, A0 P_ko mit allen Wy, kommutiert. Also ist ®4o0Lap Ay0P_kq ebenfalls
eine Translationssymmetrie von M ;. Dies bedeutet aber, daf

(I)koz o LAn,Au © (I)—ka = LAn’,Au’ (441)

fiir geeignete An’ € Z und Au’ € R gelten mufl. Aus der Kristallographie ist
nun bekannt, daf diese Bedingung nur fiir ¢ € {1,2,3,4,6} erfiillt werden kann.
Mit anderen Worten, ein Gitter in der Ebene mit Translationssymmetrie kann nur
zweizdhlige, dreizéhlige, vierzdhlige und sechszéhlige Rotationszentren haben, die
das Gitter invariant lassen (siehe hierzu [20]).
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M q kann also nur dann eine Translationssymmetrie Laz a, besitzen, wenn
q € {1 2 3,4,6} gilt. Die Félle ¢ = 1 und ¢ = 2 erweisen sich insofern als uninter-
essant, als beide kein Stochastisches Netz erzeugen und sollen daher im folgenden
nicht weiter beriicksichtigt werden.

Fiir die verbleibenden drei Fille zeigt sich nach kurzer Rechnung:

q = 4: In diesem Fall hat M? s Translationssymmetrien, die von Lo; und Lo
erzeugt werden, das helﬁt Jede Translationssymmetrie kann als Kompositi-
on dieser beiden geschrieben werden. Die Translationsvektoren spannen ein
qudratisches Gitter auf, dessen Elementarzelle ein 1 x 1-Quadrat ist.

q =3, q=6: In diesen beiden Fillen hat M/ s Translationssymmetrien, die von
Loz und Ly 5, /5 erzeugt werden. Die Translationsvektoren spannen in bei-
den Fillen ein hexagonales Gitter auf, dessen Elementarzelle eine Raute mit
Seitenlinge 2/+/3 ist.

Bei der Betrachtung der Dynamik von M? s kann man sich also auf die Elemen-
tarzelle beschrénken. Aufgrund der Translationssymmetrie kann man die Elemen-
tarzelle als Reprisentanten eines 2-Torus ansehen, auf dem die Dynamik stattfin-
det. Auf diese Weise erhéilt man eine geeigente Darstellung fiir die Dynamik. In
der allgemeinen Sprache dynamischer Systeme bedeutet dies, dafi M g’  unter der
Gruppe der Translationssymmetrien symmetriereduziert wurde. Zum allgemeinen
Formalismus der Symmetriereduktion sei auf Anhang A.6 verwiesen.

Als niichstes soll die Kristallsymmetriegruppe der Abbildung M?  untersucht
werden. Die Kristallsymmetriegruppe setzt sich zusammen aus den Translations-
symmetrien und den restlichen linearen Symmetrien und Umkehrenden Symme-
trien der Abbildung. Es ist klar, dal (Umkehrende) Symmetrien von M, ; auch
(Umkehrende) Symmetrien von M¢ ; sind. Somit sind in der Kristallsymmetrie-
gruppe von M , alle (Umkehrenden) Symmetrien von M, ; enthalten.

Es wurde bereits gezeigt, da§ M, ; fiir beliebiges — also auch periodisches —
f(z) reversibel beziiglich der Umkehrenden Symmetrien Sy und S; (siehe (4.12))
ist. Bs ist offensichtlich, da8 S; eine von f(z) unabhingige Spiegelung ist, wihrend
S im allgemeinen nicht linear ist. Somit ist S; ein Element der Kristallsymme-
triegruppe.

Abbildung 4.26 zeigt schematisch die Elementarzellen fiir ¢ € {3,4,6} mit der
Fixpunktmenge der Umkehrenden Symmetrie S; (gestrichelte Linie). Die Elemen-
tarzelle ist dabei so plaziert, dafl der Ursprung (0,0) in der Mitte liegt. Die Pfeile
sollen veranschaulichen, wie S; die Dynamik innerhalb der Elementarzelle beein-
flult. Die Kristallsymmetriegruppen, die von den Translationssymmetrien und der
Umkehrenden Spiegelung S; erzeugt werden, sind offenbar fiir alle ¢ € {3,4,6}
isomorph zueinander.

Um die Kristallsymmetriegruppen korrekt zu klassifizieren sei angemerkt, dafl
das Konzept der Umkehrenden Symmetrien eng verbunden ist mit dem Kon-
zept der Spin—umkehrenden Symmetrien in magnetischen Gruppen (siehe hierzu
ebenfalls [20]). In Ubereinstimmung mit der Literatur soll hier die Schubikov—
Belov—Notation verwandt werden. In dieser Notation erhélt die in Abbildung 4.26
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(c)g=6

Abbildung 4.26: pm/-Kristallsymmetriegruppe.

schematisch angedeutete Kristallsymmetriegruppe die Bezeichnung pm’ (m’ be-
zeichnet hierbei die Umkehrende Spiegelung S,).

Bis jetzt wurde allein die Periodizitéit von f(x) ausgenutzt. Im folgenden soll
f(x) ndher spezifiziert werden. Es wird sich zeigen, dal dann kompliziertere Kri-
stallsymmetriegruppen auftreten kénnen. Setzt man zusétzlich voraus, da§ f(x)
wie im aperiodischen Fall ungerade ist, so hat M, ¢ und damit auch Mi 5 die
Symmetrie —id. Es gilt ja:

(Moo (~id))(z,u) = Ma,f<—x,—u>:< cosa - sina )(_H‘Jf(_x))

—sina  cos«

- _< —sina cosa ) <u+f(:p) ) (4.42)
= ((—id) o My,s)(z, u).

Das bedeutet, im Ursprung gibt es ein zweizéhliges Rotationszentrum. Zudem ist
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bekannt, daf die Komposition einer Symmetrie mit einer Umkehrenden Symmetrie
wieder eine Umkehrende Symmetrie ergibt. Folglich hat M, ; und damit M:i 7
dann auch die Spiegelung

le(—id)05’1:<x>n—><_.cosg Smo‘)(””) (4.43)
u sinaw cosa U

als Umkehrende Symmetrie. Ferner ist die Komposition einer Symmetrie mit einer
Symmetrie wiederum eine Symmetrie. Verkettet man die Symmetrie —id mit einer

der Translationssymmetrien und beriicksichtig man, dafl man auf einem 2—Torus
operiert, so ergeben sich noch zusétzlich die folgenden Rotationszentren:

q = 4: In diesem Fall erhilt man zweizédhlige Rotationszentren an den Punkten
(n/2,m/2) fir alle n,m € Z.

q = 3,q = 6: In diesen beiden Fillen findet man zweizéihlige Rotationszentren an
den Punkten (n/v/3 4+ m+/3/2,m/2) fiir alle n,m € Z.

Abbildung 4.27 zeigt die Elementarzellen fiir den Fall, da§ f(z) ungerade ist.
Die gestrichelten Linien sind die Fixpunktmengen der Umkehrenden Spiegelun-
gen S; und 7} und die Punkte die zweizdhligen Rotationszentren. Die zusitzlich
eingezeichneten Pfeile sollen wiederum den Einflul der verschiedenen Symme-
trien und Umkehrenden Symmetrien auf die Dynamik symbolisch darstellen. In
der Schubikov—Belov—Notation erhilt die Symmetriegruppe, die von den Rotati-
onszentren, Umkehrenden Spiegelungen und den Translationssymmetrien erzeugt
wird, die Bezeichnung cm/m’ .

Speziell fiir den Fall ¢ = 4 148t sich noch eine weitere Kristallsymmetrie her-
leiten. Setzt man voraus, dafi f(z) ungerade ist und zusitzlich die Eigenschaft

Sz +1/2) = —f(2) fiir alle # € R besitzt, kann gezeigt werden, dafi M , auf
dem Rand der Elementarzelle mehrere vierzéhlige Rotationszentren hat. Da dles
ein wenig aufwendiger zu zeigen ist, soll diese Aussage hier als Satz formuliert
werden (siehe [10]).

Satz 4.4 Sei ¢ = 4. Die Kick—Funktion f(z) sei ungerade, periodisch mit der
Periode 1 und erfille die Bedingung f(x + 1/2) = —f(x). Dann hat M ; ein
umkehrendes vierzihliges Rotationszentrum an der Stelle (0,1/2).

Beweis:

Zuniichst einmal gilt nach Definition der Abbildung M, ;:
qu = Mﬁ/Q,f = ((bw/2 e} \I/K (e} (bﬂ_/2 1) \I/K)Q

«,

Nun ist @/, eine Drehung um —7 /2, das heift, es gilt

Q_rpa(z,u) = ( (1) _01 ) ( Z ) = =D jo(z,u).

Ferner wurde vorausgesetzt, dafl f(x) ungerade ist, also gilt

Uy (—2, —u) = ( i +_}U(—x) ) - ( i :1}(33) ) = (7, u).



Kapitel 4. Der Grenzfall § =0 84

(c)g=6

Abbildung 4.27: em/m/—Kristallsymmetriegruppe.

Somit kann M, o auch folgendermafen geschrieben werden:
M, =My ;= (PrppoWgo®_rpnoWg)? = (o0 W)

Hierbei ist W/, entsprechend (4.37b) definiert.
Um die zusétzliche Bedingung f(z + 1/2) = — f(x) ausnutzen zu kénnen, soll
der Ursprung an den Punkt (0, 1/2) verschoben werden. Sei

()= )

eine Translation um 1/2 in u—Richtung und die Abbildung M definiert durch
M=1L" 0 MypyolL.
Dann gilt
M'=L" oM}, 0L=L"0(W,0Ux)?0L=(L"0W,;0V¥xo0L)
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Ferner hat man

Xz

(Vo L)(z,u) = ( wt1/24 f(z) ) = (LoVg)(z,u)

und, da f(z + 1/2) = — f(x) vorausgesetzt war,

(VrppoL)(xu) = (PrppoVWigo® _rpo0l) = (PrpoVgk)(—u—1/2,2)

B ( —01 (1) ) ( $+}T(L—_7,Ll—/21/2) ) - ( LL;LJ;{(/[;) )
= (Lo®p)(—u,z— f(—u)) = (Lo®rpo Uy o®_,p)(x,u)
= (Lo \I];/lQ)

Insgesamt erhélt man also:
M* = (U}, 0 Ug)”.

Nun ist leicht einzusehen, daB M* im Nullpunkt eine Rotation um /2 als
Umkehrend Symmetrie hat:

Crppo M o® rfy = (DrppoV, [o® rpodrpolgod rp)

= (Vg oWnp)® = (M)

Damit ist gezeigt, dal M? /2,5 €in umkehrendes vierzéhliges Rotationszentrum an
der Stelle (0,1/2) besitzt.

O

Wendet man die anderen Symmetrien und Umkehrenden Symmetrien auf die-
se neue Umkehrende Symmetrie an, so ist leicht einzusehen, dafi M* Jo,¢ an den
Stellen (n/2,m/2) fir alle n,m € Z mit n + m ungerade umkehrende vierzihlige
Rotationszentren besitzt.

Abbildung 4.28 zeigt schematisch die besondere Situation fiir ¢ = 4 und
f(z+1/2) = —f(x). Wie in den vorherigen Abbildungen stellen die gestrichelten
Linien die Umkehrenden Spiegelungen und die Punkte die zweizéhligen Rotati-
onszentren dar. Die gekreuzten Kreise markieren die eben nachgewiesenen Um-
kehrenden vierzahligen Rotationszentren. In der Schubikov-Belov-Notation erhélt
diese Kristallsymmetriegruppe die Bezeichnung p4’gm/.

Tabelle 4.4 zeigt noch einmal eine kurze Auflistung der Ergebnisse dieses Unter-
abschnitts. Es seit angemerkt, da$ fiir den Spezialfall f(z) = —K sin(27z) sowohl
die Bedingung f(z) = —f(—=) als auch die Bedingung f(x+1/2) = — f(z) erfillt
ist. Fiir eine sinusformige Kick—Funktion lassen sich also sdmtliche Ergebnisse
anwenden.
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Abbildung 4.28: Kristallsymmetriegruppe p4’gm’ fiir ¢ = 4.

Eigenschaft von f q Symmetriegruppe
— 3,4,6 pm/
f(z) = —f(—x) 3,4,6 cm'm/

/

f@) =—f-2)

Fr+1/2) = —f(x) prgm

Tabelle 4.4: Kristallsymmetriegruppen fiir periodisches f(x).

4.2.2 Das Stochastische Netz

Im vorherigen Unterabschnitt wurden nur die Symmetrien der g—ten Iterierten von
M, ; untersucht, die Dynamik von M,, ; selbst wurde bisher noch nicht analysiert.
Im folgenden soll M, ; fiir die sinusférmige Kick—Funktion (4.34) untersucht wer-
den. Das heifit, die Periode von f(x) wurde bereits auf 1 skaliert, und allein die
Starke K der Kicks soll als Parameter variiert werden.

Wie bereits erwihnt, wurde M, ; von Zaslavsky und Mitarbeitern in zahlrei-
chen Verdffentlichungen untersucht (zum Beispiel [3, 4, 8]). Aus diesem Grunde
soll die Dynamik von M, ; an dieser Stelle nur kurz behandelt werden. Fiir ge-
nauere Ausfithrungen sei auf die oben zitierten Veroffentlichungen verwiesen.

Entsprechend den Ausfithrungen im vorherigen Unterabschnitt kann man die
Betrachtungen fiir ¢ € {3,4,6} auf eine Elementarzelle beschrénken, da sich die
Gesamtdynamik durch einfache Translation dieser Zelle ergibt, wobei allerdings
Untersuchungen zur Diffusion nicht mehr méglich sind. Fiir ¢ = 4 werden die
Betrachtungen besonders einfach, da man sich auf den 2-Torus [—1/2,1/2] x
[—1/2,1/2] beschriinken kann und die 4-te Iterierte von M, ; die grofite Symmetrie
hat.

Abbildung 4.29 zeigt das Phasenportrait fiir ¢ = 4 und K = 0.191 auf der
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Abbildung 4.29: Phasenportrait fiir ¢ = 4 und K = 0.191.

Elementarzelle [—1/2,1/2] x [-1/2,1/2]. Man erkennt sehr schon die Auswirkun-
gen der in Abbildung 4.28 schematisch dargestellten Symmetrien auf das System.
So wird beispielsweise der zentrale elliptische Bereich durch die vierzéhligen Ro-
tationszentren auf den Randmitten (gekreuzte Kreise in Abbildung 4.28) jeweils
auf die Ecken der Elementarzelle gedreht, wobei sich der Umlaufsinn umkehrt.
Hierbei ist zu beachten, dafl im vorherigen Unterabschnitt allein die Symmetri-
en der Abbildung M¢ s bestimmt wurden. Der zentrale Fixpunkt wird unter den
Symmetrien also auf periodische Punkte der Periode 4 abgebildet.

Auch fiir eine periodische Kick—Funktion kann versucht werden, mit Hilfe von
Symmetrielinien einen Uberblick iiber das Phasenportrait zu erhalten (verglei-
che Abbildung 4.3). Die Gleichungen (4.13) fiir die Symmetrielinien Fix(S;) und
Fix(S;) kénnen unveriindert iibernommen werden:

Fix(So) = {(z,u) € R*u = (K/2)sin(2rz)} (4.44a)
Fix(S1) = {(z,u) € R*u=—stan(a/2)}, (4.44D)
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Abbildung 4.30: Symmetrielinien fiir ¢ = 4 und K = 0.191.

wobei der Einfachheit halber fiir die Kick—Funktion bereits (4.34) eingesetzt wur-
de. Es ist zu beachten, daf} fiir ¢ = 4 der Phasenraum auf den 2-Torus ein-
geschrinkt ist, sich also die Symmetrielinien iiber den Rand hinaus fortsetzten
konnen. Da sich fiir ¢ = 4 jedoch Fix(Sy) als der Graph einer periodischen Funkti-
on und Fix(S;) als Diagonale ergeben, kénnen derartige Betrachtungen unberiick-
sichtigt bleiben.

Iteriert man die obigen Symmetrielinien, so erhélt man entsprechend den
Ausfithrungen in Kapitel 3 die Fixpunktmengen von S,,, auf deren Schnittpunkten
periodische Punkte liegen. Das Ergebnis dieser Berechnung ist in Abbildung 4.30
zu sehen. Aus numerischen Griinden wurden nur die erstens 24 Symmetrielinien,
das heifit Fix(Sy) bis Fix(Ss3) bestimmt.

Auch hier miiiten prinzipiell die Symmetrielinien der T}, mit berechnet werden,
zumal da T} im vorherigen Unterabschnitt eine besondere Bedeutung zukam (siehe
(4.43)). Eine genaue Berechnung zeigt jedoch, dafl auf diese Weise keine neuen
periodischen Punkte gewonnen werden kénnen: Die Fix(T}) gleichen qualitativ
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den Fix(Sy). Aus diesem Grunde wurde darauf verzichtet, diese Symmetrien mit
anzugeben.

Es darf nicht iiberraschen, dafl in Abbildung 4.30 recht wenig von den im vorhe-
rigen Unterabschnitt bestimmten Symmetrien zu erkennen ist. In Abbildung 4.30
sind allein die Umkehrenden Symmetrien von M, ; gezeigt, nicht jedoch die von
Mi - Es sel an dieser Stelle erwéihnt, daf eine verallgemeinerte Theorie der Um-
kehrenden Symmetrien existiert, mit deren Hilfe von bestimmten Eigenschaften
von M, ; auf Symmetrien von M, o geschlossen werden kann (siehe hierzu [21]).
Dies soll jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit sein.

Stattdessen soll kurz untersucht werden, wie das Stochastische Netz fiir den
Fall ¢ = 4 erzeugt wird. Die Uberlegungen aus dem vorherigen Unterabschnitt
garantieren allein die Existenz einer Translationssymmetrie fiir ]\_43 s> nicht je-
doch die Existenz eines chaotischen Orbits von M, ¢, der sich iiber den gesamten
Phasenraum ausbreitet und dabei ein Stochastisches Netz erzeugt.

Es ist leicht nachzurechnen, daff an den Punkten

(o) - (2) - () () (449

ein periodischer Orbit mit der Periode 4 existiert. Dieser hat das Residuum

o

R _ 16m4K* + 247T2K2’ (4.46)
4
das heif3t, er ist fiir alle positiven K—~Werte hyperbolisch. In Abbildung 4.31 sind
die stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten dieses periodischen Orbits abge-
bildet. Man erkennt deutlich, daf§ die stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten
heterokline Verbindungen eingehen und somit fiir das in Abbildung 4.29 erkenn-
bare chaotische Band verantwortlich sind.

Betrachtet man die Dynamik in der Nahe eines dieser periodischen Punkte,
so ist klar, dafl an dieser Stelle ein chaotischer Orbit von einer Elementarzelle
zur nachsten “weitergereicht” werden kann. Die instabilen Eigenrichtungen des
periodischen Punktes zeigen sowohl in die Elementarzelle hinein, als auch aus ihr
heraus. Der 4-periodische hyperbolische Orbit auf dem Rand der Elementarzelle
ist also fiir die Entwicklung eines Stochastischen Netzes im Phasenraum verant-
wortlich. Abbildung 4.32 zeigt einen Ausschnitt dieses Netzes, wobei zu beachten
ist, da hier nur ein einziger Orbit zu sehen ist, nicht ein ganzes Ensemble, wie in
Abbildung 4.29.

Fiir die aperiodische Kick-Funktion ergab sich die Breite der Kanéle des Sto-
chastischen Netzes einfach als 2b, wobei b der Parameter in der Kick—Funktion
war. Mochte man fiir die Kick-Funktion (4.34) ebenfalls die Breite der Kanile
abschétzen, so mul man Stérungsrechnung anwenden. In [3] wird die Breite hy
der Kanile des Netzes mit Hilfe der im folgenden Abschnitt erlauterten approxi-
mativen Hamilton—Funktion fiir ¢ = 4 wie folgt abgeschétzt:

167T2 —7r2/K

e K (4.47)

hy =2
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Abbildung 4.31: Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten des 4—Zyklus.

Die verbleibenden kristallsymmetrischen Félle ¢ = 3 und ¢ = 6 lassen sich ganz
analog behandeln. In Abbildung 4.33 ist das auf die Elementarzelle eingeschrénk-
te Phasenportrait fir ¢ = 6 und K = 0.191 dargestellt. Ahnlich wie im Falle
q = 4 existiert in der Mitte ein elliptischer Fixpunkt und diverse Zyklen, um den
ein chaotischer Bereich liegt, der die verschiedenen Zellen des Netzes miteinander
verbindet. Fiir den chaotischen Bereich ist dieses Mal ein hyperbolischer 6-Zyklus
verantwortlich, dessen stabile und instabile Mannigfaltigkeiten miteinander hete-
rokline Verbindungen eingehen.

Wie in Abbildung 4.34 zu sehen ist, reicht auch in diesem Fall ein einzelner
Orbit aus, um im gesamten Phasenraum ein Stochastisches Netz zu erzeugen. Die
Breite der Kanéle dieses Stochastischen Netzes 148t sich ebenfalls mit Hilfe der
noch zu besprechenden approximativen Hamilton—Funktion ermitteln. Laut [3]
gilt:

hg, h(; X 6_2\/§ﬂ2/3K. (448)
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Abbildung 4.32: Orbit fiir ¢ = 4 und K = 0.191. Startwerte xq = 0.49 und uy = 0.
100000 Iterationen.

Hierbei soll hz die Breite des Netzes fiir ¢ = 3 und hg die Breite des Netzes fiir
q = 6 bedeuten.

Fiir die quasikristallinen Fille ¢ & {1,2,3,4,6} ergibt sich ein génzlich anderes
Verhalten. Zum einen ist es nicht moglich, eine einfache Translationssymmetrie
fiir irgendeine Iterierte der Abbildung zu finden, zum anderen kann die Breite der
Kanile nicht einheitlich abgeschétzt werden. Zudem existiert fiir kleinere K—~Werte
kein chaotischer Orbit, der in der Ndhe des Nullpunktes startet und den gesamten
Phasenraum iiberdeckt. Abbildung 4.35 zeigt einen derartigen Fall. Erst ab K ~
0.24 kann ein Orbit gefunden werden, der sich iiber den gesamten Phasenraum
erstreckt.

Das besondere Verhalten der quasikristallinen Félle soll hier nicht weiter un-
tersucht werden. Einzelheiten hierzu finden sich zum Beispiel in [3, 4, 8, 22].

Yu und Parmenter haben gezeigt [9], daB M, ; auch fiir andere periodische
Kick-Funktionen f(z) Stochastische Netze erzeugt, deren Struktur den hier vor-
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Abbildung 4.33: Phasenportrait fiir ¢ = 6 und K = 0.191.

gestellten Strukturen recht dhnlich ist (siehe iibernéchsten Unterabschnitt). Es
ist klar, da8 die im vorherigen Unterabschnitt vorgestellten Symmetrien génzlich
unabhéngig von der speziell gewahlten Kick—Funktion sind, sofern diese nur die
in Tabelle 4.4 aufgefiihrten Voraussetzungen erfiillt.

Fiir das Folgende soll allein die generelle Struktur der Stochastischen Netze im
Auge behalten werden. Die Diffusionsbetrachtungen, die bei derartigen Systemen
eine nicht unerhebliche Rolle spielen, sollen hier nicht weiter verfolgt werden.

4.2.3 Stiickweise lineare Kick—Funktion

In diesem Unterabschnitt soll kurz anhand der Kick—Funktion fpo(z) (siehe (1.35))
demonstriert werden, dafl M, ; auch fiir andere periodische Kick—Funktionen ein
Stochastisches Netz erzeugt.

Abbildung 4.36 zeigt das Phasenportrait von M, ,, fiir ¢ = 4 und K = 0.0811.
Vergleicht man diese Abbildung mit Abbildung 4.29 so erkennt man eine gute
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Abbildung 4.34: Orbit fiir ¢ = 6 und K = 0.191. Startwerte xo = 4.9 und uy = 0.2.
200000 Iterationen.

Ubereinstimmung in den wesentlichen Strukturen. Auch M, ;,, hat einen chaoti-
schen Orbit, der im Phasenraum ein Stochastisches Netz erzeugt. Der Aufbaume-
chanismus ist derselbe, wie im vorherigen Unterabschnitt erlautert.

Abbildung 4.37 zeigt als weiteres Beispiel das Phasenportrait von M, fpp fUT
¢ =6 und K = 0.0811. Auch hier ist die Ahnlichkeit zu Abbildung 4.33 deutlich
erkennbar.

4.2.4 Approximatives Hamilton—System erster Ordnung

Es hat sich gezeigt, daB sich im Falle einer periodischen Kick—Funktion, zum
Beispiel f(z) = —Ksin(2nz), die Dynamik der Poincaré-Abbildung M, ; sehr
gut durch den Flufl des Hamilton—Systems

q
H(z,u) =Y V(zcoska+ usinka) (4.49)
k=1
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T

Abbildung 4.35: Phasenportrait fiir ¢ = 5 und K = 0.191.

anndhern la83t, wobei V das Kick—Potential sein soll. Zur Herleitung dieses
Hamilton—Systems sei auf [3, 4] verwiesen.

Da diese Herleitung eine eher heuristische Argumentation benutzt, soll diese
im folgenden nicht weiter beriicksichtigt werden. Stattdessen soll nachgewiesen
werden, dafl der Flul von H(z,u) die ¢-te Iterierte der Poincaré-Abbildung M, §
bis zu einer gewissen Ordnung approximiert (siehe hierzu [11]).

Zunichst einmal sind die Bewegungsgleichungen von H(x,u), wie bei jedem
Hamilton—-System, von der folgenden Gestalt:

(?) — TDH(z,u)

U
0 1 1 cos kaV'(z cos ka + u sin ka)

k=1

wobei zu beachten ist, dal nach Definition f = —V’ gelten soll — das Kick—
Potential sei an dieser Stelle bereits um den Faktor m/T? skaliert (vergleiche
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Abbildung 4.36: Phasenportrait zu fps(x) fiir ¢ =4 und K = 0.0811.

(1.19)). Somit gilt:
(x:>:zq:<_f(xcoskaJrUSinka)SinkO‘)_ (4.51)

U =\ f(zcoska +usinka)coska

Hieraus folgt nach kurzer Rechnung;:

(1) (fiomte rwsmiorsnts be )y

0 =\ f(zcoska+ysinka)cos(q — k)

Der Flufl dieses Systems sei mit ®; bezeichnet. Nahert man diesen Flu8 mit Hilfe
des Euler—Verfahrens in diskreten Zeitabstdnden e an, so erhéilt man ndherungs-
weise die Abbildung:

[z T g1 f(xcoska + ysinka)sin(q — k)a )
P, : ( u ) = < u ) +€kz%< f(z cos ka + ysin ka) cos(q — k) ) + O(g%).
(4.53)
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Abbildung 4.37: Phasenportrait zu fps(x) fiir ¢ = 6 und K = 0.0811.

Nun soll wie bisher die umskalierte Poincaré-Abbildung M, ¢ betrachtet wer-
den. Die Kick-Funktion f(x) soll jedoch in diesem speziellen Fall als kleine Storung
betrachtet und daher formal mit einem Vorfaktor € versehen werden. Insgesamt
soll also die Abbildung

- x cosa  sina T
Maser < u ) ~ ( —sina cosa ) < u+ef(z) ) (4.54)

untersucht werden (vergleiche (4.2)). Die n—te Iterierte dieser Abbildung kann in
der folgenden Gestalt geschrieben werden (vergleiche (1.24)):

. n—1 .
—n [z x cos na + u sin no f(zg) sin(n — k)a
Mot ( u ) ~ < —x sinna + u cos no )5;0 < f(zx) cos(n — k)a )~ (4.55)
Setzt man n = ¢ und beriicksichtig, dafl g = 27 gilt, so erhélt man mit

iy (0) = () =S (el )
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einen Ausdruck, der fast schon dem angenidherten Flufl ®. gleicht. Es geht nur
noch darum, eine geeignete Néherung fiir die f(zy) zu finden.
Entsprechend (4.55) gilt:

k-1
x, = xcoska +usinka +¢e Y f(x)sin(k — ). (4.57)
1=0

Entwickelt man nun die Kick—Funktion f(x) in eine Taylor—Reihe, so erhélt man:

k—1

f(xr) = f(zcoska+usinka)+ f'(zcosa+usinka)e Y f(x;)sin(k—1)a+O0(e?).

1=0

(4.58)

Setzt man dies in (4.56) ein und beriicksichtigt dabei den Vorfaktor e, so erhélt
man schliellich:

— (= T ] f(xcoska + usinka)sin(q — k)a /
Mg ( u ) = < u ) +€1;)< f(zcoska + usinka) cos(q — k)« ) +OES),
(4.59)

wobei O(g?f') andeuten soll, dafl sowohl ¢ als auch f'(z®) fiir alle z;, eines Orbits
klein sein miissen, damit diese Néherung gilt. Vergleicht man (4.53) mit (4.59), so
ist hiermit gezeigt, dafl

O, = M,.; (4.60)

bis zur Ordnung &2 f/ gilt. Der Fluf von H (z, u) approximiert also die ¢g-te Iterierte
der Poincaré-Abbildung Maﬁ.

Bei dieser Nédherungsformel miissen nun verschieden Dinge beachtet werden.
Als erstes sei darauf hingewiesen, daf3 fiir gerade ¢—Werte die Hamilton—Funktion
H(z,u) den geraden Anteil der Kick-Funktion f(x) nicht beriicksichtigen kann.
Jede Funktion kann als Summe einer geraden und einer ungeraden Funktion ge-

schrieben werden. Spaltet man die Kick—Funktion entsprechend

f(l‘) = fgerade(x) + fungerade(x) (461)

auf, so muf} fiir das Kick—Potential gelten:
V(ZL‘) = Vungerade(x) + ‘/Ygerade(x) (462&)

mit
fgerade(x) = _Vu,ngerade(x) ) fungerade(x) == g/erade(x)' (462b)
Der gerade Anteil von f(z) wird also durch den ungeraden Anteil von V (z) re-

préisentiert. Nun ist aber fiir gerades ¢ die Summe in H (x,u) fir die Vingerade—
Terme gleich null, da sich immer Paare der Gestalt

Viungerade (T cos ka + ysin ko) + Vingerade (€ c0s(q/2 + k)a+ ysin(q/2 + k)a) =0
(4.63)
ergeben. Fiir gerade g—Werte sollte also nur eine ungerade Kick—Funktion betrach-
tet werden.
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Ferner zeigt es sich, dal H (z, u) nur fiir periodische Kick-Funktionen brauchba-
re Ergebnisse liefert. Berechnet man H (z, u) mit der aperiodischen Kick-Funktion
aus Abschnitt 4.1, so ist in diesem H(x,u) die Struktur des von M, ; erzeugten
Netzes nicht mehr erkennbar.

Dies hat verschiedene Griinde. Zunéchst einmal ist festzustellen, dafl fiir eine
sinusformige Kick—Funktion die Bedingung ¢ f’(x) << 1 leichter zu erfiillen ist als
bei der aperiodischen Kick—Funktion. Es zeigte sich, daf sich im aperiodischen Fall
das Stochastische Netz gerade entlang derjenigen Phasenraumbereiche (nament-
lich der Menge 2°°) ausbereitet, wo f’(xy) an vielen Stelle des Orbits sehr grofl
wird. Man kann daher nicht erwarten, dal die approximative Hamilton—Funktion
H(x,u) auf diesem Phasenraumbereich eine verlifliche Niherung ist.

Der aufmerksame Leser mag nun kritisieren, dafl im Falle der aperiodischen
Kick-Funktion auf einem weiten Bereich des Phasenraumes (R*—Q>) f/(z®) =0
gilt, somit also das obige Hamilton—System die Dynamik sehr gut approximieren
miiBte. Bei einem derartigen Einwand wird jedoch vergessen, dal H mit der ¢-ten
[terierten von M, ; und nicht mit irgendeiner beliebigen Potenz davon verglichen
wird. Das heift, iiberall wo M s einen stabilen Fixpunkt hat, besitzt H ein Ex-
tremum, und der Flufl &, ist lokal um dieses Extremum herum geschlossen. Bei
einer periodischen Kick—Funktion mit Kristallsymmetrie ergibt sich daraus kein
Problem, da der zentrale Fixpunkt (0, 0) unter der Translationssymmetrie verscho-
ben wird und M? o, ¢ Somit unendlich viele, auf einem Gitter angeordnete Fixpunkte
hat. Bei der aperiodischen Kick—Funktion hat M 7 auf R? — Q* nur den einen
Fixpunkt (0,0), es scheint nur periodische Punkte hoherer Periode zu geben (das
heifit Fixpunkte von M q mit k£ > 2). Somit miissen sich die Fluflinien von ®; in
Kreisen um (0, 0) anordnen und damit gerade wieder Gebiete in {2*° schneiden.

Nichtsdestotrotz kann die approximative Hamilton-Funktion H fiir periodi-
sche Kick—Funktionen dazu benutzt werden, die Struktur des Netzes zu erklaren.
Abbildung 4.38 zeigt in farblicher Codierung die Hohenlinien von H fiir die Kick—
Funktion (4.34), daf heifit fiir das Kick—Potential

V(z) = —% cos(2mz), (4.64)
wobei ¢ = 4 und K = 0.191 gesetzt wurde. Vergleicht man diese Darstellung
mit dem zugehorigen Phasenportrait in Abbildung 4.29, so ist eine strukturelle
Ahnlichkeit uniibersehbar.

Offensichtlich entwickelt sich der chaotische Bereich in Abbildung 4.29 in der
Nihe der Nullstellenmenge von H(x,u). Die approximative Hamilton—Funktion
H(x,u) kann daher dazu verwandt werden, einen qualitativen Uberblick iiber das
Netz zu erhalten. So ist Abbildung 4.39 zu vergleichen mit Abbildung 4.32. Die
Abbildungen 4.40 und 4.41 zeigen das gleiche fiir den Fall ¢ = 6. Das heifit,
Abbildung 4.40 ist zu vergleichen mit Abbildung 4.33 und Abbildung 4.41 mit
Abbildung 4.34.

Mit Hilfe einer stérungstheoretischen Abschitzung 148t sich aus H(z,u) zudem
eine Abschétzung fiir die Breite der Kanile des Netzes gewinnen. Siehe hierzu

3, 19].
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Abbildung 4.38: Approximatives Hamilton—System erster Ordnung fiir ¢ = 4 und

K =0.191 (Elementarzelle).
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Abbildung 4.39: Approximatives Hamilton—System erster Ordnung fiir ¢ = 4 und

K = 0.191 (globaler Uberblick).
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Abbildung 4.40: Approximatives Hamilton—System erster Ordnung fiir ¢ = 6 und

K =0.191 (Elementarzelle).
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Abbildung 4.41: Approximatives Hamilton-System erster Ordnung fiir ¢ = 6 und
K =0.191 (globaler Uberblick).
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4.2.5 Approximatives Hamilton—System h6herer Ordnung

Die Uberlegungen in diesem Unterabschnitt werden allein der Vollsténdigkeit hal-
ber angestellt. Es soll ein Verfahren angegeben werden, mit dessen Hilfe es prin-
zipiell moglich ist, die im vorherigen Unterabschnitt vorgestellte approximative
Hamilton—Funktion H (z,u) zu verbessern. Fiir die bisher behandelten Fille bringt
dieses Verfahren jedoch keinen nennenswerten Vorteil.

Die folgenden Uberlegungen gehen zuriick auf die Arbeit von Lowenstein [18].
Gegeben sei wiederum die Abbildung M, .y, bei der die Kick-Funktion mit ei-
nem formalen Entwicklungsparameter € versehen ist. Ziel ist es, eine Hamilton—
Funktion H(z,u) zu finden, deren Fluf} die ¢—te Iterierte von M, .; approximiert,
wobei die Korrekturen von M gj‘{_: s berticksichtigt werden sollen. Einer der Griinde,
weshalb das im vorherigen Unterabschnitt vorgestellte Hamilton—System fiir den
aperiodischen Fall schlechte Ergebnisse lieferte, lag ja darin begriindet, dafl allein
M, s gendhert wurde, nicht jedoch beliebige Potenzen M*

aef
Die gesuchte Hamilton-Funktion sei von der folgenden Gestalt:

H(z,u) = i e"H™ (). (4.65)

n=1

Dabei sollen die H™ eine wohldefinierte Bedeutung erhalten und rekursiv berech-
net werden. Uber die Konvergenz dieser Reihe soll jedoch keine Aussage getroffen
werden. Der Abkiirzung halber soll nachfolgend 7 = (x,u) gesetzt werden.

Es wird nun angenommen, dafl ein Geschwindigkeitsfeld #(Z) existiert,
welches die Orbits von M, 27 s approximiert. Das heifit, zu jedem Orbit

T, M7 4(2), Mi?f(f), ... existiert ein kontinuierlicher von #(Z) erzeugter Orbit Z(t)
so daf gilt:
7(0) = &
B(k) — #(0) = MyL, () — & = Ri(). (4.66)

Es gibt zwei Moglichkeiten, aus diesen Bedingungen Beziehungen fiir das Ge-
schwindigkeitsfeld v(Z) abzuleiten. Zum einen kann man die linke Seite formal in
eine Taylorreihe um ¢ = 0 entwickeln:

. k2 k™ dri .
kx+§x+...+ﬁw+...:Rk(x). (4.67)
Dies ergibt fiir £ = 1,2,3,... eingesetzt ein lineares Gleichungsystem, bei dem

man die d"Z/dt"-Therme fiir n > 1 der Reihe nach eliminieren kann und so einen
Ausdruck fiir 7 erhélt. Einfacher ist es, eine der Markov Formeln anzuwenden. In
Gleichung A.8c findet man einen Ausdruck fiir Z (in der dortigen Notation muf
f=% h=1a=0und f, = Z(p) = R,(7(0))+(0) in (A.6) eingesetzt werden):

: 1 1 1
Tt =0)= A — §A3 - gAg — ZAé + ... (4.68a)
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mit

k

) k . .

Ay =3 "(-1) ( ; ) (R;(Z) + X). (4.68Db)
=0

Setzt man 7 (7) = A} (die A} sind ja von #(0) = ¥ abhiingig) und beriicksichtigt

man, dafl

(1) ( ’; ) —0 und  Ry(F) = #(0) — #0) = 0 (4.69)

<

sowie 7(Z(t)) = Z(t) gilt, so erhilt man:

B(F) = #(t = 0) = 1 () — %7«2(3;) 4 %Tg(f) - irg,(f) b (4.702)
mit
nie) = S (B ) mw = e (B ot -
fenl®) = @) - (4.700)

Es ist leicht einzusehen, dafl diese Reihenentwicklung gerade die in Gleichung
(4.65) geforderte Ordnung in e hat. Berticksichtigt man, dafl

(e e\ (S sin(g— ko
ME <U>H(u>+5k§( f(x:)cos(q_k)a> (4.71)
gilt, so ist offensichtlich:
r1(%) = Ry(T) = M _¢(Z) — 7= O(e). (4.72)

Unter Anwendung der Rekursionsformel in Gleichung (4.70b) zeigt sich schnell,
daBl dann auch

(@) = O(e") (4.73)

gelten muf.

Nun hat man mit einigem Aufwand eine Rekursionsformel fiir ein Geschwin-
digkeitsfeld ©(Z) hergeleitet, welches die Orbits von M, approximiert. Es ist
jedoch nach gar nicht gesagt, ob sich dieses Geschwindigkeitsfeld auch aus einer
Hamilton-Funktion H herleiten 148t. Hinreichend und notwendig dafiir ist, dafl @
divergenzfrei ist. Es zeigt sich, daf} sich die Divergenzfreiheit von v, wie auch nicht
anderes zu erwarten, als Folge der Flichenerhaltung von M, . ergibt.

Satz 4.5 Es ist moglich, die Abbildung Mgﬁf durch den FlufS einer Hamilton—
Funktion der Gestalt (4.65) zu approximieren. Mit anderen Worten: Das in
(4.70a) definierte Vektorfeld v ist divergenzfrei.
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Beweis:
Gegeben sei eine Entwicklung von M/ < der folgenden Form:

Mg (@) = T+ ) " gu(T)

k=1

mit geeigneten Funktionen gi. Beriicksichtigt man die Darstellung (4.71), so sollte
dies immer méglich sein. M < ist flichenerhaltend, also gilt

it DI aMg<§f oML aMg<§f oMI) 1
¢ wef T Oy ou ou ox '

Setzt man fiir M Jd . die oben vorausgesetzte Entwicklung ein, so ergibt sich durch
Koefhizientenvergleich:

V- gn+Z 952 9] = 0.
k=1

Hierbei soll [, -] die Poison-Klammer beziiglich x,u bedeuten. Es soll induktiv
vorgegangen werden:

TA: Aus Unterabschnitt 4.2.4 ist bekannt, dafl es eine Hamilton-Funktion H M
gibt, deren Fluf3 Mia s bis zur Ordnung & approximiert.

IV: Es soll angenommen werden, dafl eine Hamilton—Funktion
N—-1
7= Y
k=1

existiert, deren Flu @7 : Z(t) — Z(t + 1) M!_; bis zur Ordnung ¥~
approximiert.

TA: Da &5 und ]\7[278 ¢ bis zur Ordnung eN~1 iibereinstimmen sollen, muf gelten:

N—
(I) Z + Z €khk

® 7 ist als Flufl einer Hamilton—Funktion natiirlich ebenfalls flichenerhaltend,
also kann auf diese Gleichung derselbe Trick wie oben angewandt werden:

v.! In firn < N +"Zl gT(L)/LC firn—-—k <N gli") fir k < N _ 0
hn fiirn > N o firn—k>N [ A" firk>N
Fiir n = N gilt dann:

V- hN+Z[9n w9 (u)} V- (hy —gn)=0.
k=1
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Die letzte Zeile besagt gerade nichts anderes, als dafl die Divergenz des n—ten
Entwicklungskoeffizienten von ¢ verschwindet. Es ist also méglich zu H einen
Summanden H®™) mit

OHWN)  gHW) ,
( or = du ) — N TN
hinzuzufiigen.

O

Man kann also eine Hamilton-Funktion von der Gestalt (4.65) finden, deren
FluB die Dynamik von Mief approximiert und dabei Korrekturen von ]\ijif
beriicksichtigt.

Das vorgestellte Rekursionsverfahren (4.70b) ist jedoch sehr aufwendig und
liefert fiir aperiodische Kick—Funktionen keine besonders guten Ergebnisse (die
Rekursion (4.70b) mufl bis zu beliebig hohen Potenzen durchgefiihrt werden, um
die Strukturen in den dueren Randbereichen erfassen zu kénnen). Fiir periodische
Kick-Funktion hat man den Vorteil, (4.70b) mittels Fourier-Reihen zu vereinfa-
chen. Speziell fiir die quasikristallinen Félle hat sich diesen Verfahren als wichtig
erwiesen (siehe [18]).



Kapitel 5

Der Grenzfall § =5

In diesem Kapitel soll der Grenzfall § = 7/2 untersucht werden, das heifit die

(y,v)-Dynamik M, (iy}, wie sie bereits im Abschnitt 1.6 eingefithrt wurde. Entspre-
chend (1.25b) soll also die Abbildung

~

oy (Y 11 y
e (D)) L) e
betrachtet werden. Wie es die Schreibweise bereits andeutet, ist der Wert des
Parameters a bei diesem Grenzfall ohne Bedeutung.

Fiir f(y) = —K sin(2ry) (vergleiche (1.33) und (4.34)) geht M; iiber in die
wohlbekannte von Taylor und Chirikov eingefithrte Standardabbildung [5], die in
zahlreichen Verdffentlichungen untersucht wurde (siehe zum Beispiel [6]). In [23]
wurde die Abbildung M 7 unter dem Aspekt der chaotischen Streuung untersucht.
Entscheidend fiir den Streuvorgang war dort jedoch, daf die Kick—Funktion f(y)
im Unendlichen verschwindet, also f(y) — 0 fiir |y| — oo. Fiir die hier gew&hlten
Kick—Funktionen ist diese Bedingung nicht erfiillt und M ¢ zeigt hier ein génzlich
anderes Verhalten, als es in [23] besprochen wurde.

5.1 Aperiodische Kick—Funktion

Entsprechend dem vorhergehenden Kapitel, soll zunéchst M ¢ fiir die aperiodische
Kick-Funktion von der Gestalt (4.3) untersucht werden. Es sei also

{0 EE e

wobei ¢(y) wiederum eine ungerade, stetige Funktion mit g(b) = 1 sein soll. In
Abschnitt 4.1 hat sich gezeigt, dal diese Kick—Funktion fiir § = 0 und lineares g(y)
ein Stochastisches Netz und dazwischen eine wohlgeordnete Struktur periodischer
Punkte erzeugt. Der Fall § = 7 /2 verhlt sich in dieser Beziehung génzlich anders.

Zunéchst einmal iiberlegt man sich, dafl es auch bei der Abbildung M ¢ moglich
ist, die Anzahl der Parameter der Kick—Funktion zu reduzieren. Analog zu den

107
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Ausfithrungen in Abschnitt 4.1 ist auch M ¢ iiber eine einfache Umskalierung des
Phasenraumes (vergleiche (4.10))

y— Ky , v— K, (5.3)

topologisch konjugiert zu einer Abbildung M 7> bei der die Kick-Funktion f (v)

den Parameterwert K = 1 hat. Speziell bei M ¢ wiére es unter Umsténden sinn-
voll, b konstant zu wéhlen und K variabel zu lassen; die freie Teichenbewegung
wiirde sich dann fiir K = 0 als Grenzfall ergeben, umgekehrt erhélt man diesen
Grenzfall nur fiir b — oo. Jedoch im Hinblick auf die umfangreichen Uberlegungen
in Abschnitt 4.1, wo 2b gerade die Breite der Kanile des Netzes war, sollen viele
der nun folgenden Uberlegungen fiir allgemeines b und K durchgefithrt und fiir
sdmtliche Rechnungen K = 1 gesetzt werden.

Um einen Uberblick iiber die periodischen Punkte zu erhalten, kann man
zunéchst versuchen, dhnlich wie im Fall § = 0, die Schnittpunkte von Symme-
trielinien zu suchen. Entsprechend (3.26) sind die ersten beiden Umkehrenden
Symmetrien fiir den Fall 8 = 7/2 gegeben durch

Soz—T0:<g>H<_vff<y)> (5.4a)

Slz—T1:<z>H<é j)(g) (5.4b)

Damit sind die beiden ersten Symmetrielinien Fix Sy und Fix S; von der folgenden
Gestalt:

und

Fix S = {(y,v) € R% v = —f(y)/2} (5.5a)
Fix S = {(y,v) € R%v = 0}. (5.5b)

Fix Sy ist also der Graph der Funktion —f (y)/2 und Fix S, die y—Achse. Alle
weiteren Symmetrielinien ergeben sich nach Kapitel 3 als Iterierte dieser beiden
Mengen.

Zur Berechnung der Symmetrielinien ist es notwendig, die Funktion g(y) fest-
zulegen. Wie in Abschnitt 4.1 soll g(y) linear gewahlt werden (siehe (4.14)). Ab-
bildung 5.1 zeigt die ersten 40 Symmetrielinien des Systems fiir einen verhéalt-
nisméfig grofen Wert von b. Deutlich ist ein grofer elliptischer Bereich um den Ur-
sprung herum, der nur einen einzigen symmetrischen periodischen Punkt enthélt,
zu erkennen. Um diesen Bereich herum bildet sich ein kompliziertes Muster sym-
metrischer periodischer Punkte, das bei weiterer Iteration den Phasenraum fast
vollstandig ausfiillt. In Abbildung 5.2 sind die ersten 20 Symmetrielinien fiir einen
kleinen b—Wert dargestellt. Man erkennt, dafl es fiir diesen b—Wert keinen ellipti-
schen Bereich um den Ursprung gibt und sich auflerhalb eine verhéaltnisméafig re-
gelméfBiges Muster symmetrischer periodischer Punkte bildet. Eine Analyse zeigt,
dafl die meisten dieser periodischen Punkte parabolisch sind. Ferner scheint die
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Abbildung 5.1: Symmetrielinien fiir b = 3.

Ebene weit geringer ausgefiillt zu sein als in Abbildung 5.1. Dieser Eindruck
tduscht jedoch; iteriert man die Symmetrielinien weiter, so wird die Ebene schon
nach wenigen weiteren Iteration dicht ausgefiillt. Da sich nach 20 Iterationen be-
reits iiber 100000 Linienstiicke ergeben, wurde darauf verzichtet, diese Bilder dar-
zustellen.

Es ist also prinzipiell moglich, die Dynamik mit Hilfe von Symmetrielinien zu
untersuchen, jedoch verliert man bei den vielen Schnittpunkten leicht den Uber-
blick. Aus diesem Grunde soll im folgenden ein anderer Zugang zu den periodi-
schen Punkten der Dynamik vorgestellt werden. Die nachfolgenden Uberlegungen
gelten wieder fiir beliebiges g(y).

Entsprechend der Wahl der Kick-Funktion f(y) erscheint es sinnvoll, den Pha-
senraum in drei Bereiche aufzuteilen: in einen Bereich mit y < —b (Bereich A),
einen mit |y| < b (Bereich B) und einen mit y > b (Bereich C'), siehe Abbildung
5.3. Man kann nun jedem Orbit eine Folge von Symbolen A,B und C zuord-
nen, entsprechend der Reihenfolge, in der er diese Gebiete passiert. Es ist jedoch
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Abbildung 5.2: Symmetrielinien fiir b = 0.2.

ersichtlich, dal man umgekehrt nicht jeder solchen Symbolfolge auch eindeutig
einen Orbit zuordnen kann. Es gibt beispielsweise keinen Orbit, der die Symbol-
folge AAA ... hat. Ferner kann es unterschiedliche Orbits mit derselben Symbol-
folge geben. In dem in Abbildung 5.1 erkennbaren elliptischen Bereich gibt es
beispielsweise unendlich viel Orbits mit der Symbolfolge BBB . ... Trotz dieser
Einschrédnkungen lassen sich mit Hilfe dieser Symbolfolgen notwendige Bedingun-
gen fiir periodische Punkte herleiten. Dies soll nun besprochen werden.

Wird die n-te Iterierte von M ¢ wie in (1.27) geschrieben, so kann M}L auf den
Bereichen A und C' direkt angegeben werden, da die Kick—Funktion f(y) dort
konstant ist. Dies ergibt auf den ersten Blick noch keinen grofien Vorteil, da man
zur Bestimmung einer Symbolfolge immer noch einen Orbit ausrechnen muf, sie
wird sich jedoch im folgenden bei der Suche nach periodischen Orbits als niitzlich
erweisen.

Ein periodischer Orbit ist trivialerweise auch durch eine periodische Symbol-
folge gekennzeichnet. Um einen bestimmten periodischen Orbit zu finden, kann
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+b Y

Abbildung 5.3: Einteilung des Phasenraumes (sieche Text).

man versuchen, eine passende Symbolfolge vorzugeben, entsprechend Gleichungen
(1.27) notwendige Bedingungen fiir die Startwerte zu finden und anschlieBend zu
ermitteln, welche davon auch wirklich die vorgegebene Symbolfolge realisieren.
Dies soll nun an einem Beispiel ausfiihrlich vorgefiithrt werden.

Gesucht seien die Anfangsdaten eines periodischen Orbits der Periode 2n, der
punktsymmetrisch zum Ursprung (0, 0) sein und die Symbolfolge BC" !BA™~1
haben soll. Genauer gesagt, wiirde bereit die Bedingung, dafl die ersten n Symbole
dieses Orbits BC™ ! sind, geniigen; die restlichen Symbole ergeben sich dann aus
der geforderten Punktsymmetrie. Da die Funktion ¢(y) bis jetzt noch nicht festge-
legt wurde, soll der Startpunkt auf (0, v) festgelegt werden; es gilt ja g(0) = 0. Es
soll also yo = 0 und damit f(yo) = f(0) = 0 gelten. Aufgrund der vorgegebenen
Symbolfolge muB f(y,) = —K fiir 1 < k < n gelten. Da der Orbit punktsymme-
trisch sein soll, ergibt sich entsprechen (1.27) das folgende Gleichungssystem:

0 e [ = (n—k)
(5) = mon= () -xg (")
nv — K™=l
= 2
<U—K(n—1)>’ (56)
woraus sofort folgt, dafl v = K(n —1)/2 gelten mufl. Nun muf} gepriift werden, ob
ein an dieser Stelle startender Orbit auch wirklich die geforderte Symbolfolge hat.

Zunéchst einmal ist klar, dafl der Orbit nach der ersten Iteration den Bereich B
verlassen muf; also:

. —1
Mf(o,v)=<z>ec = v:Kn2 > b, (5.7)
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Somit scheiden bereits einige entsprechend (5.6) mogliche Startwerte aus. Als
néchstes mufl gefordert werden, dafl der Orbit fiir n — 1 Iterationen im Bereich C'
verbleibt, also y; > b fiir 1 <1 <n — 1 gilt:

-1
b<y = M(0,0)-é6=Ww-—K> (I-k)
k=0

n—1 —Kl(l_l).
2 2

= (K

(5.8)

Man macht sich klar, dal diese Ungleichung automatisch erfiillt ist, sofern v =
K(n —1)/2 > b gilt. Aufgrund der Punktsymmetrie der Abbildung M 7, die aus
der Bedingung folgt, dafl f(y) ungerade ist, hat der so gefundene Orbit mit der
zusitzlichen Nebenbedingung (5.7) tatséchlich die geforderte Symbolfolge.

Als néchstes kann die Stabilitdt des Orbits berechnet werden. Nach der Ket-
tenregel gilt

DMan(yo,’Uo) = DMf(an_l, UQn—l) L DMf(’yQ, UQ). (59)

Es sei angemerkt, dafl die Jacobi-Matrizen DM ¢ allein von der Kick-Funktion
f(y) und damit nur von den y; abhéingen. Da f(y) in den Bereichen A und C
konstant ist, sind dort die Jacobi-Matrizen DM #(yk) bereits durch die Symbolfolge
vorgegeben. Fiir den gerade gefundenen Orbit gilt:

DM} =Dy ' Dg-DE'- Dp (5.10)

mit

11 I 1 n—1
Dy=Dc = <01> = D’j‘l:DCl:(O ) )

[ 1-Kg(0) 1
Dy = ( _Kg,g(o) 1). (5.11)

Daraus folgt nach kurzer Rechnung fiir das Residuum

R= i(z — Tr(DM}")) = Kg'(0)n — iKQg’(O)Qn? (5.12)
Sofern ¢'(0) # 0 vorausgesetzt wird, kann also immer ein ny € IN gefunden werden,
so dafl R < 0 fiir n > ng gilt. Das heifit, der periodische Orbit ist hyperbolisch,
sofern seine Periode grofi genug ist. Das ist aufgrund (5.6) der Fall, wenn er weit
genug vom Ursprung entfernt ist.

Man kann nun versuchen, nach diesem Verfahren periodische Orbits mit ande-
rer Symbolfolge zu suchen. Da die Funktion ¢(y) jedoch bisher noch nicht festge-
legt wurde, kénnen neben den Orbits mit der Symbolfolge BC™" "1 BA™ ! nur noch
Orbits mit der Symbolfolge C" A™ direkt angegeben werden. Tabelle 5.1 zeigt eine
Zusammenfassung sdmtlicher periodischer Orbits, die sich zu allgemeinem g¢(y)
finden lassen. Dabei haben die Orbits mit der Symbolfolge C™ A", das heifit die
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Symbolfolge  Startpunkt Nebenbedingung Residuum

BC"1BAr! ( . ) v=K22>b Kg'(0)n—1K2¢(0)’n?

n AN Y Yy~ Ny
crA (K"‘2> v > 2b 1

Tabelle 5.1: Daten periodischer Orbits fiir allgemeines g(y) zu vorgegebenen Sym-
bolfolgen.

Orbits, die gar nicht in das Phasenraumgebiet B eintauchen, eine Sonderstellung.
Jeder dieser Punkte ist parabolisch (das Residuum ist 1) — génzlich unabhéngig
von der Funktion g¢(y). Ist (y,v) ein solcher periodischer Punkt der Periode 2n,
so verhilt sich M ¢ in einer kleinen Umgebung um diesen Punkt herum wie

<2>H<é ?)(i:§)+(g). (5.13)

Hat man also einen periodischen Punkt mit der Symbolfolge C" A" gefunden, so
gibt es in einer kleinen Umgebung um diesen Punkt herum eine ganze Linie von
Punkten parallel zur y—Achse, die ebenfalls periodisch mit der Periode 2n sind
und dieselbe Symbolfolge haben. Der Mittelpunkt einer dieser Linien liegt gerade
bei y = Kn/4, dies ist mit der Nebenbedingung y ~ Kn/4 gemeint.

Um nun weitere Aussagen treffen zu konnen, ist es unumgénglich, die Funktion
g(y) vorzugeben; fiir die vorhergehenden Aussagen mufite allein der Wert von g(y)
und die Ableitung an der Stelle 0 bekannt sein. Im folgenden soll daher wie in
Unterabschnitt 4.1.3 ¢g(y) linear gewéhlt werden. Das heifit, von nun an soll die in
(1.29) vorgestellte Kick-Funktion f4;(y) betrachtet werden.

Diese Wahl der Funktion g(y) hat den Vorteil, dafl die Abbildung M ¢ stiickweise
linear wird und damit die Stabilitdt eines Orbits einzig und allein von dessen
Symbolfolge abhéingt; die Matrix Dp wird unabhéngig von y:

_ K
DB:<1 i 1). (5.14)
-X

Versucht man nun, entsprechend der oben besprochenen Vorgehensweise notwen-
dige Bedingungen fiir die Anfangsdaten eines periodischen Orbits aufzustellen, so
hat man ferner den Vorteil, immer ein lineares Gleichungssystem zu erhalten, dafl
sich mit Hilfe eines algebraischen Computerprogrammes recht einfach aufstellen
und losen 148t. Bei einer komplizierteren Gestalt von g(y) — etwa sinusférmig oder
kubisch — wiirde sich in jedem Fall ein nichtlineares Gleichungssystem ergeben,
das sich nur in den wenigsten Féllen explizit 16sen liefle.
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Tabelle 5.2 zeigt eine Auflistung aller periodischen Orbits, die sich mit Hilfe
der obigen Methode fiir lineares g(y) auf einfache Weise aufspiiren lassen. Da-
bei wurden einerseits punktsymmetrische Orbits mit Periode 2n und andererseits
nicht—punktsymmetrische Orbits mit Periode n + m gesucht. Die Nebenbedin-
gungen und Residuen zu den Symbolfolgen B2C"2B?A"~2 und B?C"2B2Am~2
sind aufgrund der Linge der Ausdriicke nicht in der Tabelle mit aufgefiihrt. Fiir
B2C"2B? A"2 ergibt sich beispielsweise als Residuum

kS K K ok K K* K'Y K2 K
R (KK KN, (2K KT KT KT KK
( )” +<b EE +2b4>n+b2 w01

und als Nebenbedingung, daf§ sich der Startpunkt des Orbits innerhalb eines
kleinen Phasenraumgebietes in der Néhe der v—Achse, das durch einen Poly-
gon begrenzt ist, befindet. Prinzipiell sind auch Symbolfolgen von der Gestalt
B3O 3B3A™3 BAC"4B*A™~4 . auf die besprochene Weise zu finden, jedoch
wird es immer aufwendiger, das lineare Gleichungssystem aufzustellen. Im folgen-
den soll daher untersucht werden, wann Orbits mit diesen Symbolfolgen iiberhaupt
moglich sind.

Eine Symbolfolge von der Gestalt B*C" % B¥ Am=* setzt voraus, da8 der Orbit
erst bei der k—ten Iteration den Phasenraumbereich B verlafit. Dies ist jedoch nur
fiir einen geringen Teil der in B startenden Orbits iberhaupt méglich, die meisten
verlassen B bereits bei der ersten Iteration oder verbleiben dort fiir immer.

Abbildung 5.4 zeigt die Regionen im Phasenraumbereich B, innerhalb deren
ein periodischer Orbit mit der Symbolfolge B¥C"~*B* A™=F starten muB; die ver-
schiedenen Werte von k sind, soweit es der Platz erlaubt, in die jeweiligen Regionen
eingetragen. Man erkennt, daf} fiir alle b-Werte die Orbits mit groflen positiven
und negativen v—Werten alle den Bereich B nach einer Iteration verlassen. Um den
Nullpunkt herum bildet sich ein annédhernd elliptischer Bereich, in dem alle star-
tenden Orbits fiir immer im Bereich B verbleiben, also die Symbolfolge BBB ...
haben. Dies ist nicht weiter verwunderlich, da der zentrale Fixpunkt (0,0) das

Residuum
_ K K=1 1

4b 4b
hat und damit fir alle b > 1/4 elliptisch ist. Fiir b < 1/4 wird der zentrale
Fixpunkt invers hyperbolisch, und (0, 0) ist der einzige Punkt mit der Symbolfolge
BBB....

Beschrankt man sich zunéchst auf die Félle b > 1/4, so ist klar, daf§ die meisten
im Phasenraumgebiet B startenden Orbits entweder dieses Gebiet nach der ersten
Iteration verlassen oder fiir immer dort verbleiben, fiir den Spezialfall b = 0.5 sind
dies sogar die beiden einzigen Moglichkeiten. Einige wenige Orbits verbleiben bis
zu 4. oder hoheren Iteration in B, jedoch wird das Anfangsgebiet immer kleiner
und spielt nur nahe am Rand des elliptischen Bereiches noch eine Rolle. Daher
macht es durchaus Sinn, die explizite Berechnung der periodischen Orbits wie
in Tabelle 5.2 auf Orbits mit Symbolfolgen B*C"*B*¥A™=F fiir k < 2 zu be-
schrinken. Die wesentliche Struktur des Phasenportraits 148t sich damit durchaus
befriedigend erklaren.

(5.16)
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(a)b=3 (b) b=2
() b=1 (d) b=0.8
(€) b=0.5 (f) b=04

Abbildung 5.4: Startregionen zu verschiedenen Parameterwerten b.
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Symbolfolge Startpunkt Nebenbedingung Residuum
oA Yy y~ K%
cra ( Kn2 ) v >2b 1
— n— 0 n— n n2K?
peripAT (K%) v= K zh Naiaie
_ K(m—=2)
B2On2B2An—2 4b—2K o o
) o o
(m—n)b ly <bb —n| <1
n—1p gm—1 y| < b bzw. |m —n| < K (2bm+2nb—Knm)
e prexy o=tz
(bm—Km—nb+2K)b
BQc«n—ZBQAm—Q 4b—2K .. R
SES) o o

Tabelle 5.2: Daten periodischer Orbits fiir lineares ¢g(y) zu vorgegebenen Symbol-
folgen.

Der Fall b = 3 soll néher untersucht werden, alle iibrigen Fille b > 1/4 lassen
sich mit leichten Variationen dhnlich behandeln. Fiir b = 3 ist der zentrale Fix-
punkt elliptisch und entsprechend Abbildung 5.4 erhéilt man um diesen Fixpunkt
herum einen Bereich, in dem alle startenden Orbits die Symbolfolge BBB ... ha-
ben. Das heifit, die Dynamik dort ist durch die lineare Abbildung

()eo()-(E (1) e

gegeben, die fiir b = 3 eine einfache elliptische Bewegung um (0, 0) beschreibt.
Als nichstes sollen die periodischen Orbits mit Symbolfolge BC" 1 BA™! be-
trachtet werden, das heiit alle Orbits, die innerhalb des in Abbildung 5.4(a) mit 1
markierten Gebietes starten. Laut Tabelle 5.2 kénnen nur Orbits mit [m —n| <1
die Nebenbedingung erfiillen. Das Residuum dieser periodischen Punkte ist dann

2bm + 2bn — nm =3 6(n +m) — nm
4p? B 36 '

Es ist klar, daB fiir n,m > 7 all diese periodischen Punkte hyperbolisch werden
(R < 0), fiir 1 <n,m <5 sind jedoch auch elliptische Fille moglich (0 < R < 1).
Sieht man den parabolischen Féllen n =m =6, n=6,m =7 odern =5, m =6
(R =1) ab, so sind dies die einzigen Moglichkeiten.

Fiir die periodischen Orbits mit der Symbolfolge B>C"~2B?A™~2 gilt eine ent-
sprechend kompliziertere Formel fiir das Residuum. Eine numerische Rechnung

(5.18)
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ergibt, daf} alle im Fall b = 3 auftretenden Orbits mit dieser Symbolfolge hyper-
bolisch sind. Interessant ist dabei, dafl in dem Phasenraumgebiet, wo diese Orbits
vorkommen, die Orbits mit der Symbolfolge BC" 1 BA™~! elliptisch werden.

Abbildung 5.5 zeigt Teile der stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten al-
ler oben genannten periodischen Punkte, sofern sie hyperbolisch sind; die Kreise
markieren die elliptischen Orbits. Der Ubersichtlichkeit halber wurde darauf ver-
zichtet, die parabolischen Orbits mit einzuzeichnen. Man erkennt, dafl sich die
invarianten Mannigfaltigkeiten in zahlreichen heteroklinen Punkten {iberschnei-
den. Weit auBlerhalb bilden die invarianten Mannigfaltigkeiten ein dichtes Netz-
werk, das — verfolgt man die stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten weit
genug — praktisch keine Liicken aufzuweisen scheint; in diesem Bereich verhélt
sich die Dynamik {iberwiegend chaotisch. Um den Nullpunkt herum bildet sich,
wie schon erwihnt, ein elliptischer Bereich, in dem die Dynamik regulér ist. Um
diesen Bereich herum existieren Ketten, in denen sich elliptische Punkte mit
der Symbolfolge BC" ' BA™~! und hyperbolischen Punkten mit der Symbolfolge
B2C"2B? A™2 gegenseitig abwechseln. Diese Struktur erinnert an ein Birkhoff—
Szenario.

Dies darf jedoch nicht dariiber hinwegtéduschen, dafl hier kein echtes Birkhoff-
Szenario vorliegt. Fiir ein Birkhoff-Szenario ist es notwendig, dal die Windungs-
zahl (siehe nachfolgender Abschnitt) der invarianten Kurven um den zentralen
elliptischen Fixpunkt mit wachsendem Radius abnimmt bzw. zunimmt, diese Be-
dingung wird auch als Twist—Bedingung bezeichnet. Da M ¢ hier stiickweise linear
gewahlt wurde, ist die Windungszahl der invarianten Kreise jedoch konstant und
somit unabhéngig vom Radius. Somit ist die Twist—Bedingung fiir dieses System
nicht erfiillt.

Es darf ferner nicht vergessen werden, dal hier nur ein kleiner Teil der
periodischen Orbits erfafit wurde. So erzeugen die Orbits mit Symbolfolgen
BFC"kBFA™F fiir k > 3 gerade in der Nihe des Ursprungs noch zusitzliche
Strukturen, die in Abbildung 5.5 nicht erfaft werden. Zudem ist der d&uflere chaoti-
sche Bereich von parabolischen Orbits durchsetzt, das heifit es existieren marginal
stabile Punkte.

Abbildung 5.6 zeigt das Phasenportrait fiir b = 3 anhand willkiirlich ausgewé&hl-
ter Orbits. Bei genauerem Hinsehen wird die Ahnlichkeit zu Abbildung 5.5 offen-
kundig, man erkennt jedoch, dafl in Abbildung 5.5 ldngst noch nicht die gesamte
Struktur erfalt ist. In der Ndhe des Ursprungs treten noch zusétzliche Strukturen
auf, die mafigeblich von den Orbits mit Symbolfolgen B¥C"~*B* A™~* fiir k > 3
gepragt werden.

Abbildung 5.7 zeigt eine Ausschnittvergréofferung des Phasenportraits fiir b = 3
um einen der elliptischen periodischen Punkte. Man erkennt, dafl die invarianten
Kurven um den Punkt ebenfalls eine vom Radius unabhingig Windungszahl —
in Bezug auf diesen Punkt — haben. Dies ist nicht weiter verwunderlich, da ei-
ne beliebige Iterierte M}L ebenfalls stiickweise linear ist und sich somit in einer
kleinen Umgebung ebenfalls linear verhélt. Also ist auch fiir diese periodischen
Punkte die Twist—Bedingung nicht erfiillt. Folglich sind die elliptischen periodi-
schen Punkte nicht, wie bei einem Birkhoff—Szenario {iblich, von Stabilitatsinseln
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Abbildung 5.5: Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten fiir verschiedene periodi-
sche Orbits zu b = 3.

héherer Ordnung umgeben, die diesen Punkt umlaufen.

In den Abbildungen 5.8 und 5.9 ist das Phasenportrait fiir b = 2 und b = 1
zu sehen. Der Fall b = 2 unterscheidet sich nicht wesentlich von dem Fall b = 3,
aufler dafl einige der elliptischen Orbits instabil geworden sind und die gesamte
Struktur weiter nach innen geriickt ist.

Der Fall b = 1 hingegen ist ein Sonderfall, wie bereits anhand von Abbildung
5.4(c) zu erkennen war. Fiir b = 1 sind nur periodische Orbits mit der Sym-
bolfolge B¥C™~*B* A"=* mit k < 2 zulissig. Das Residuum fiir die Orbits mit
BC" 1BA™ ! st

_2bm + 20n — nm p—

R 0 = 2(n+m) — nm. (5.19)

Es zeigt sich, dafl bis auf den parabolischen Orbit n = m = 4 alle diese pe-
riodischen Orbits hyperbolisch sind. Fiir das Auftreten von Stabilitdtsinseln in
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Abbildung 5.6: Phasenportrait fiir b = 3.

Abbildung 5.6 war es aber gerade notwendig, dafi die Orbits mit BC"*1BA™~!
fiir gewisse n, m-Werte elliptisch waren. Damit ist der schlagartige Ubergang von
der reguléren zur chaotischen Dynamik erklért.

Um den zentralen elliptischen Bereich existiert, wie in Abbildung 5.9 erkenn-
bar, noch ein zusétzlicher Phasenraumbereich, in dem sich die Dynamik re-
gulér verhélt. Dieser Bereich ist von den periodischen Orbits mit Symbolfolgen
B2C"2B?A™ 2 gepriigt (in Abbildung 5.4(c) mit 2 markiert), die in diesem Fall
parabolisch sind.

In den Abbildungen 5.10 und 5.11 ist das Phasenportrait der Dynamik fiir zwei
b—Werte kleiner 1 zu sehen. Der Fall b = 0.8 unterscheidet sich von der wesentlichen
Struktur her kaum von den Féllen b = 2 und b = 3, es ist jedoch nur eine einzige
Kette abwechselnd elliptischer und hyperbolischer periodischer Punkte erkennbar.
Der Fall b = 0.5 ist wieder ein Spezialfall, der sich von dem Fall b = 1 dadurch un-
terscheidet, dafl nur periodische Orbits mit Symbolfolgen BC" 1 BA™~! auftreten
kénnen, die alle hyperbolisch sind; Orbits mit B¥C"~*B* A™~* fiir k > 2 konnen
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Abbildung 5.7: Phasenportrait fiir b = 3 (Ausschnittvergrofierung).

nach Abbildung 5.4(e) nicht auftreten. Die Dynamik aufierhalb des zentralen el-
liptischen Bereiches wird also ohne Ubergang chaotisch, zusétzliche Strukturen
treten fiir b = 0.5 nicht in Erscheinung.

Fiir b < 1/4 wird der zentrale Fixpunkt invers hyperbolisch, wodurch der el-
liptische Bereich reguldrer Dynamik um den Ursprung endgiiltig verschwindet.
Abbildung 5.12 zeigt die stabile und die instabile Mannigfaltigkeit des zentralen
Fixpunktes. Man erkennt, dafl sich beide Mannigfaltigkeiten in zahlreichen homo-
klinen Punkten schneiden. Wie in Unterabschnitt 4.1.3 ausfiihrlich erldutert, folgt
hieraus, dal die Dynamik in der Ndhe des Ursprungs chaotisch ist. Bedenkt man,
daf iiberdies noch simtliche periodischen Orbits mit Symbolfolgen BC" 1 BA™!
hyperbolisch sind und ihre stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten sich hetero-
klin iiberschneiden, so ist offensichtlich, dafl sich die Dynamik auf dem gesamten
Phasenraum chaotisch verhélt. Die parabolischen Orbits mit Symbolfolgen C"A™,
die bei jedem b-Wert vorhanden sind, diirfen jedoch auch hierbei nicht vergessen
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Abbildung 5.8: Phasenportrait fiir b = 2.

werden. Trotz des chaotischen Verhaltens ist es immer noch moglich, im Phasen-
raum marginal stabile Punkte zu finden.

Zusammengefafit 148t sich also iiber die Dynamik von M ¢ sagen, daf sie fiir
sehr kleine b—Werte iiberwiegend chaotisch ist und fiir groflere b-Werte ein Pha-
senportrait erzeugt, das zum Teil an ein Birkhoff-Szenario erinnert. Dabei ist die
Dynamik fiir alle b-Werte von parabolischen Orbits durchsetzt, die marginal sta-
bil sind. Damit verhilt sich M s umkehrt wie die Dynamik von M, ; im Grenzfall
B = 0. Es zeigte sich, dafl M, ; fiir kleine b-Werte ein Stochastisches Netz mit
hohem Anteil regulirer Dynamik erzeugt, also genau dann, wenn M ¢ iiberwiegend
chaotisch ist. Gerade dieses Verhalten wird die Analyse der Félle 0 < f < 7/2
erschweren.
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Abbildung 5.9: Phasenportrait fiir b = 1.
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Abbildung 5.10: Phasenportrait fiir b = 0.8.
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Abbildung 5.11: Phasenportrait fiir b = 0.5.
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Abbildung 5.12: Stabile und instabile Mannigfaltigkeit des zentralen Fixpunktes
fiir b = 0.2.
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5.2 Periodische Kick—Funktion

Als erstes sei darauf hingewiesen, dafl wie in Abschnitt 4.2 ohne Einschrinkung
davon ausgegangen werden darf, daf§ die Kick-Funktion f (y) die Periode 1 hat.
Hat man ein f(y) mit Periode b # 0 gegeben, so ist M; iiber die Umskalierung

(vergleiche (4.35))

%—>y : %—H} (5.20)

topologisch konjugiert zu einem M 7> wobei f (y) die Periode 1 hat.
Im Falle einer mit der Periode 1 periodischen Kick—Funktion f (y) hat die Ab-
bildung M} die folgenden Translationssymmetrien:

LS”:(%)»—)(y—;n) (5.21)

(Myo LY (y,v) = NM;(y+n,v)
= (+ntotfly+n)otfly+n) (5.22)
= LY(y+v+fy), v+ f(y) = (LY o My)(y, ).

Fiihrt man beziiglich dieser Symmetrien eine Symmetriereduktion durch (siehe
Anhang A.6), so ist es moglich, die Dynamik von My auf den Zylinder [—1/2,1/2] x
R zu reduzieren, ohne dafl relevante Informationen verloren gehen. Mit dieser

Reduktion sind dann
L, '<v>'_><v+n> (5.23)

mit n € Z ebenfalls Translationssymmetrien von M #; es gilt ja

mit n € Z; es gilt ja

(MyoLW)(y,v) = (y+v+n+f(y),v+n+ f(y) (5.24)
= LOy+v+ fy), v+ fy) = (LY o M) (y,v),

wobei zu beachten ist, dal y = y + n gilt, sofern die Dynamik zuvor auf den
Zylinder reduziert wurde. Es ist also prinzipiell moglich, M ¢ auf den 2-Torus
[—1/2,1/2] x [-1/2,1/2] einzuschrianken. Jedoch sind dann Untersuchungen zur
Diffusion nicht mehr méglich.

Fiir Abbildungen auf dem Zylinder gibt es die sehr ausgereifte Theorie der
sogenannten Twist-Abbildungen, zu denen auch M ¢ zéhlt. Anstatt diese Theo-
rie hier in aller Ausfiihrlichkeit zu referieren, sei auf [6] verwiesen, wo sich ein
umfangreiches Kapitel mit den Twist—Abbildungen beschéftigt.

Stattdessen soll in diesem Abschnitt kurz anhand der periodischen Kick—
Funktion fp;(y) (sieche (1.33)), das heifit

f(y) = =K sin(2my), (5.25)

demonstriert werden, wie sich M ¢ typischerweise verhalten kann. Das heifit es soll
kurz die Dynamik der Standardabbildung vorgestellt werden.
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Abbildung 5.13: Phasenportrait der Standardabbildung fiir K = 0.03183.

Der Abkiirzung halber soll im folgenden fiir M 7 mit der Kick-Funktion (5.25)
My geschrieben werden. Wie bereits erwéhnt, ist Mo (freie Teilchenbewegung)
integrabel, das heifit, es gibt ein Integral der Bewegung, also eine Phasenraum-
funktion, die unter der Abbildung invariant ist (Impuls des Teilchens). Fiir K > 0
gibt es kein derartiges Integral der Bewegung. Es ist nun iiblich zu untersuchen,
wie sich die Standardabbildung in der Né&he des integrablen Falls verhélt und
wieviel von der integrablen Struktur erhalten bleibt.

Die Abbildungen 5.13 bis 5.16 zeigen typische Phasenportraits der Standardab-
bildung anhand von im Prinzip willkiirlich gew#hlten Orbits zu langsam anwach-
sendem K. Alle Abbildungen sind auf den 2-Torus [—1/2,1/2] x[—1/2,1/2] einge-
schrankt, da Diffusionsbetrachtungen in dieser Arbeit nicht durchgefithrt werden
sollen. Mit dieser Einschriankung erhilt man auf einfache Weise einen Uberblick
iiber den gesamten Phasenraum.

Genauso wie fiir den aperiodischen Fall, kann man auch fiir die Standardab-
bildung eine Analyse der Symmetrielinien durchfiithren. Speziell in diesem Fall ist



Kapitel 5. Der Grenzfall 3 = % 128

0.50 T T T T I T T T T I T T T T | T T T T

0.25 - i

v 0.00 - .

—0.25 - i

_0‘5—00.50

Abbildung 5.14: Phasenportrait der Standardabbildung fiir K = 0.07958.

es jedoch sinnvoller die Umkehrenden Symmetrien T, = —S), anstelle der bis-
her iiblichen S), zu betrachten, da die Symmetrielinien der T}, einen groeren Teil
des Phasenraumes iiberdecken. Der Vollstdndigkeit halber miifiten auch die Sy
mit betrachtet werden, jedoch kénnen durch sie keine neuen periodischen Punk-
te gefunden werden. Um die Abbildungen iiberschaubar zu halten, wurde darauf
verzichtet, diese Symmetrielinien mit zu berechnen.

Die Gleichungen (5.4) fiir die Umkehrenden Symmetrien T und 7T} kénnen
unveréndert aus dem vorherigen Abschnitt iibernommen werden. Bei der Berech-
nung der Fixpunktmengen muf3 jedoch beachtet werden, dafl M auf den 2-Torus
eingeschriankt ist und die Kick—Funktion eine periodische Funktion mit f(0) = 0
und f(1/2) = 0 ist:

Fix(Ty) = {(y, v)ER*y=0Vy= %} (5.26a)
St n}. (5.26b)

~

Fix(Ty) = {(y,v) € R*y= g Vo=
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Abbildung 5.15: Phasenportrait der Standardabbildung fiir K = 0.12732.

Man beachte, dafl auf dem 2-Torus y = 1/2 mit y = —1/2 identifiziert wird und
entsprechend v = 1/2 mit v = —1/2.

Die Abbildungen 5.17 und 5.18 zeigen jeweils die ersten 50 Symmetrielinien
— das heifit Fix TO bis Fix T49 — der Standardabbildung. Dabei wurden die K—
Werte so gewahlt, dafl Abbildung 5.17 dem Phasenportrait in Abbildung 5.14
korrespondiert und Abbildung 5.18 der Abbildung 5.15. Man erkennt, dafl die
wichtigsten periodischen Punkte auch auf diese Weise gewonnen werden konnen.
Siehe hierzu zum Beispiel [24].

Speziell fiir die Standardabbildung My ist diese Vorgehensweise jedoch we-
nig sinnvoll, da sich die verschiedenen periodischen Punkte mit Hilfe der KAM-
Theorie erklédren lassen. Fiir den integrablen Fall definiert man die Windungszahl
w durch

w = lim M, (5.27)

n—oo n

wobei zur Berechnung des Limes My_o auf dem gesamten R? betrachtet wird
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Abbildung 5.16: Phasenportrait der Standardabbildung fiir K = 0.1546405.

und nicht auf den 2-Torus [—1/2,1/2] x [—1/2,1/2] eingeschriankt ist. Fiir die
Standardabbildung ergibt sich nach kurzer Rechnung w = v. Das KAM-Theorem
besagt, dafl die invarianten Kurven mit geniigend irrationalem w unter Storung,
das heifit K > 0, erhalten bleiben. Genauer: Die invariante Kurve bleibt unter
Storung erhalten, wenn fiir eine Konstante C' und ein 7 > 1 fiir alle (m,n) €
7 —(0,0) gilt:
C
lnw —m| > —. (5.28)
nr
Das heifit, w darf sich nur schwer durch eine rationale Zahl approximieren lassen.
(5.28) wird auch als Diophantische Bedingung bezeichnet. Mit Hilfe der Kettenbru-
chentwicklung 1a8t sich zeigen, daf§ die irrationalste Zahl, das heifit die Zahl, die
sich am schlechtesten durch eine rationale Zahl approximieren 14t, der “goldene

Schnitt”
14++5
2

(5.29)
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Abbildung 5.17: Symmetrielinien der Standardabbildung fiir K = 0.07958.

ist; somit bleibt die invariante Kurve mit dieser Windungszahl am lédngsten erhal-
ten. Es kann numerisch gezeigt werden, dafl diese letzte invariante Kurve bei
K.~ 0.971635406 ~ 0.15464058 (5.30)
27
zerstort wird. Abbildung 5.16 zeigt das Phasenportrait in der Néhe dieses kriti-
schen K—Wertes, in dem die letzte invariante Kurve noch zu erkennen ist.

Das Poincaré-Birkhoff-Theorem besagt nun, dafl alle invariante Kurven mit
rationaler Windungszahl /s in 2ks periodische Punkte aufbrechen, von denen ks
elliptisch und ks hyperbolisch sind, die jeweils abwechselnd auftreten. Die Abbil-
dungen 5.13 bis 5.16 demonstrieren dieses Verhalten recht eindrucksvoll.

Um jeden dieser neu entstandenen elliptischen periodischen Punkte herum gibt
es ebenfalls invariante Kurven, fiir die man auch Windungszahlen definieren kann.
Man spricht hierbei von invarianten Kurven zweiter Ordnung. In einer gewissen
Umgebung um diese periodischen Punkte herum la8t sich also ebenfalls die obi-
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Abbildung 5.18: Symmetrielinien der Standardabbildung fir K = 0.12732.

ge Theorie anwenden und man erhélt eine dhnliche Struktur im verkleinerten
MafBstab. Entsprechend dem Poincaré—Birkhoff-Theorem entstehen dann um die
periodischen Punkte herum ebenfalls Ketten von abwechselnd elliptischen und
hyperbolischen periodischen Punkte, bei denen invariante Kurven dritte Ordnung
entstehen. Auf diese Weise erhélt man eine selbstédhnliche Struktur im Phasen-
portrait, die allgemein als KAM-Szenario bezeichnet wird.

Fiir eine ausfiihrlichere Behandlung der Standardabbildung sei auf [5, 6] ver-
wiesen. Genauere Erlduterungen zum Poincaré-Birkhoff-Theorem und der daraus
resultierenden selbstdhnlichen Struktur, kénnen in dem Buch von Schuster [25]
nachgelesen werden.

Zusammengefaflt 148t sich iiber die Standardabbildung My sagen, dafl die Dy-
namik auch fiir recht grole Storungen K durch invariante Kreise auf gewisse Teile
des Phasenraumes eingeschréankt ist und es recht viele Stabilitatsinseln gibt, die
erst fiir sehr grofle K zerstort werden.



Kapitel 6

Die Fiille 0 < 5 <

We are entering a world where the old rules no longer apply.
PHILIP SANDERS

In diesem Kapitel soll die vierdimensionale Abbildung M, g ; (siehe (1.20))
als Ganzes untersucht werden. Dabei soll die Situation in der N&he der in den
vorherigen beiden Kapiteln untersuchten Grenzfélle im Vordergrund stehen. Das
heifit, es soll untersucht werden, wie die Dynamik von M, ; durch die Dynamik
von M 7 beeinfluit wird und umgekehrt.

Zunéchst jedoch einige Worte zur graphischen Darstellung der Dynamik. In
allen folgenden Abbildungen sollen die (z,u)-Ebene und die (y,v)-Ebene immer
getrennt untereinander dargestellt werden. Da die beiden zweidimensionalen Ab-
bildungen Mc(fg s und Mc(f% s fiir 0 < B < m/2 allein durch die Kick—Funktion f
gekoppelt sind und in den vorherigen Abschnitten diese beiden Dynamiken recht
ausfiihrlich getrennt voneinander untersucht wurden, macht eine derartige Dar-
stellung des vierdimensionalen Phasenraumes durchaus Sinn. Jedoch ist damit
noch nicht gesagt, dafl diese Projektion im Hinblick auf die vierdimensionale Pro-
blemstellung auch tatséchlich giinstig ist.

6.1 Aperiodische Kick—Funktion

Bevor Spezialfille der Dynamik untersucht werden, sei zunéchst darauf hingewie-
sen, dafl eine Analyse der Umkehrenden Symmetrien bei der vierdimensionalen
Abbildung wenig sinnvoll ist. Entsprechend (3.24) und (1.19) sind die ersten bei-
den Umkehrenden Symmetrien

x x
Sy : Z _, | —u—cos Bf(xycosﬁ + ysin ) (6.1a)
v —v — sin B f(z cos B + ysin f)

133
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und .
T COS « —% 0O 0 T
U —asina —cosa 0 U
v 0 0 0 -1 v

Damit ergibt sich fiir die ersten beiden Symmetrieflichen (als Verallgemeinerung
der Symmetrielinien im Zweidimensionalen):

| |
Fiisi) = {42 oo
Fix(S;) = {(:L’,u,y,v) c RY; 5: O—xa tan(a/2) } : (6.2b)

Das heifit, fir 0 < § < 7/2 liegt Fix(Sp) so im vierdimensionalen Raum, dafl
in der Projektion sowohl die (z,u)— als auch die (y,v)-Ebene tiberdeckt werden.
Fix(S1) liegt hingegen so, dafl man in der Projektion mit jeweils einer einfachen
Linie in den beiden Ebenen verbleibt. Man kann sich klar machen, dafl es keine li-
neare Projektion (das heifit kein anderes Ebenenpaar) gibt, so dafy sowohl Fix(.Sy)
also auch Fix(S;) in beiden Projektionsebenen einfache Linien sind. Eine Ana-
lyse der Symmetrieflichen konnte aus diesem Grund nicht durchgefiihrt werden.
Stattdessen soll untersucht werden, wie sich das vierdimensionale Systeme in der
Néhe der bereits untersuchten Grenzfille verhélt.

Im folgenden soll allein die in (1.29) angegebene Kick—Funktion f4; betrachtet
werden. In Analogie zu den Abschnitten 4.1 und 5.1 soll auch hier der Parameter b
variiert werden und fiir alle Berechnungen K = 1 gelten. Als erstes soll untersucht
werden, wie die Dynamik von M, ;, die im Abschnitt 4.1 untersucht wurde, von M ¥
fiir kleine S—Werte beeinflult wird. Es wird sich zeigen, dafl bereits fiir kleine, von
null verschiedenen f—Werte die idealen Strukturen, die in 4.1 auftraten, zerstort
werden.

Schreibt man die vierdimensionale Abbildung wie in (1.21) nach (z,u)- und
(y,v)-Dynamik getrennt auf, so ist offensichtlich, dafl die (x, u)-Dynamik fiir klei-
ne 5 nur fiir grofe y—Werte von der (y,u)-Dynamik beeinflult wird; der Wert
der Kick-Funktion f richtet sich praktisch ausschlie§lich nach x. Solange y klein
bleibt, ist zu erwarten, daf sich die (x, u)-Dynamik annéhernd so verhilt, wie im
Spezialfall 5 = 0. Die (y,v)-Dynamik dagegen wird fiir kleine 5—Werte von der
Kick—Funktion f nur wenig beeinflul; deren Werte hauptséchlich durch x festge-
legt sind.

Man kann also nicht erwarten, daf sich in diesem Fall M W % s entsprechend

den Ausfithrungen in Abschnitt 5.1 verhélt. May% 7 mub an dieser Stelle gesondert

behandelt werden. Da M,” (= ) 5.7 im wesentlichen aus einer Drehung besteht, ist zu
erwarten, dafl die x— Werte eines beliebigen Orbits um null oszillieren. Da sich
ferner f fiir grofle |z| wie eine Signum—Funktion verhélt, ist zu erwarten, daf} die
Werte von f sich fiir kleine y im Mittel gerade autheben. Erst fiir gréflere y—Werte
nimmt f ein einheitliches Vorzeichen an. Startet man also einen Orbit mit kleinem
y, so verhélt sich die Abbildung M, (y) 5.5 zundchst wie die Bewegung eines freien
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Teilchens mit leichter Oszillation in v—Richtung bis y grof§ genug ist, um einen
Einflu} zu haben.

Abbildung 6.1 zeigt die ersten 30000 Iterationen eines typischen Orbits fiir
kleines . In v—Richtung bleibt der Orbit fiir lange Zeit annidhernd konstant und
beginnt erst fiir y—Werte gréfler als 200 typisch parabelférmig abzuknicken. Die
(z,u)-Dynamik orientiert sich im wesentlichen an der Dynamik fiir § = 0, wo-
bei zu beachten ist, da8 hier die Dynamik nicht entsprechend (1.15) skaliert ist,
wodurch das Netz ein wenig verzerrt erscheint. Nur in der Ndhe des Randes sind
bereits Aufbaufehler in der Netzstruktur zu erkennen.

Verfolgt man den Orbit fiir etwa 500000 Iterationen, so bleibt die Netzstruktur
in der Nédhe des Ursprungs verhiltnisméafig stabil, wihrend ein Grofteil der (z, u)—
Ebene dicht mit Punkten ausgefiillt wird. Der Orbit orientiert sich fiir mehrere
Tausend Iterationsschritte hauptséchlich an der (z,u)-Dynamik, bis die Stérung
durch die (y,v)-Dynamik grof§ genug ist. Ist y grofl genug, so kann in der (z,u)-
Ebene ein Orbit die Menge 2> verlassen, also vom chaotischen Bereich in den
regulidren gelangen und umgekehrt. Im folgenden soll eine Abschitzung dafiir ge-
funden werden, wie lange sich ein Orbit an der (z,u)-Dynamik orientiert.

Zunéchst soll untersucht werden, wie ein Orbit mit Startpunkt pg, der fiir
B =0 in der (z,u)-Dynamik periodisch ist, sich fiir kleine f—Werte verhélt. Von
entscheidender Bedeutung ist, wie nahe der Orbit an die u—Achse heran kommt,
also die Grofe

—

Tynin = MiN ’Mi@f(%) €.
keZ

(6.3)

Fiir einen in der (z, u)-Dynamik periodischen Orbit ist x,,;, > 0 eine wohldefinier-
te Grofle, fiir einen chaotischen Orbit hingegen ist zu erwarten, dafl x,,,;, gegen null
geht. Ist nun  von null verschieden, so ist fiir einen bei 5 = 0 periodischen Orbit
zu erwarten, dafl sich der x—Wert von Iteration zu Iteration sehr rasch &ndert,
wihrend y langsam anwéchst. x kommt also innerhalb weniger Iterationsschritte
in die Ndhe der u—Achse, wiahrend y verhdltnisméfiig konstant ist.

Man kann erwarten, dafl ein bei § = 0 periodischer Orbit dann gestort wird,
wenn

lyg| sin 5 > z i cos f mit yg, = M§’57f(p6) €y (6.4)

gilt. Fiir kleine 8 gilt sin f ~ § und cos S ~ 1, folglich kann die Bedingung auch
zu Blyk| > Tmin vereinfacht werden. Startet der Orbit zudem in der Ndhe der v—
Achse, so wird die (y, v)-Dynamik fiir viele Iterationsschritte nur unwesentlich von
der Kick—Funktion f beeinflufit, kann daher als freie Teilchenbewegung angenéhert
werden:

Yk & Yo + kvg , Uk = . (6.5)

Es wird sich zeigen, dafl diese Naherung verhéltnisméBig grob ist, fiir die folgende
Abschétzung jedoch vollkommen ausreicht. Es ist also zu erwarten, dafl sich der
Orbit fiir n Iterationen an der (z,u)-Dynamik orientiert, wobei sich n wie folgt
abschétzen 1a3t:

LTmin
Y| 2 [yo + nvo| = 5 (6.6)
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Abbildung 6.1: Orbit fiir ¢ = 4,b = 0.1 und g = 0.001. Startpunkt zq = 0,uy =
0.1,y0 = 0,u9 = 0.5. 30000 Iterationen.
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Setzt man zusétzlich voraus, dafl yy und vy dasselbe Vorzeichen haben, so gilt:

Bluol 6.7

Abbildung 6.2 zeigt einen Orbit,der in der (z,u)-Dynamik periodisch ist. Zur
Verdeutlichung, daf3 dieser Orbit in der vierdimensionalen Dynamik selber nicht
periodisch ist, wurde dieses Mal der triviale (y, v)—Anteil mitgezeichnet. Fiir diesen
Orbit ergibt sich

Tyin &~ 0.192958 = n~ 385. (6.8)

In Abbildung 6.3 ist der Orbit mit denselben Anfangswerten fiir kleines 8 # 0
dargestellt. Nach 385 Iterationen erkennt man bereits einige deutliche Abweichun-
gen von Abbildung 6.2. Die Abschéitzung in (6.8) war also ein wenig zu grof3, ist
aber von der Groflenordnung her richtig. Ein Fehler in der Abschétzung war, dafl
Blyk| < @min wirklich die oberste Grenze fiir eine Stérung darstellt, tatséchlich
wird der Orbit bereits fiir kleinere |yx| gestort und aus der Bahn geworfen. Fer-
ner erkennt man in Abbildung 6.3 einen leichten Anstieg in v—Richtung. Dies
liegt daran, daf§ der gewéhlte Orbit nicht um die u—Achse gleichverteilt ist: 28
Punkte des periodischen Orbits haben positive x—Werte und 32 Punkte negative
x—Werte. Abschitzung (6.5) lieBe sich also dadurch verbessern, diese Verteilung
mit in Betracht zu ziehen.

Festgehalten werden soll zunéchst, daf jeder in der (x, u)-Dynamik periodische
Orbit bereits fiir kleine von null verschiedene [S-Werte nach wenigen Hundert
[terationen zerstort wird.

Betracht man hingegen einen in der (z, u)-Dynamik chaotischen Orbit, so sind
die obigen Uberlegungen nicht mehr anwendbar, da z,,;, im allgemeinen gegen
null geht. Entsprechend den Ausfiihrungen in Abschnitt 4.1 liegt ein chaotischer
Orbit in der Menge Q2°°, und der Bereich A° um die u—Achse herum ist Bestand-
teil der Menge Q. Kommt ein chaotischer Orbit in den Bereich A°, das heifit
in den Bereich mit kleinen x—Werten, so wird er anfillig fiir Stérungen durch
die (y,v)-Dynamik, kann die Menge Q°° dadurch jedoch nicht verlassen. Damit
der chaotische Orbit die Menge 2> verlassen kann, mufl er aulerhalb des Berei-
ches Ay liegen, also einen x—Wert grofler b besitzen. Beriicksichtigt man weiter,
daB sich ein chaotischer Orbit iiber die gesamte (z,u)-Ebene erstreckt, also nur
verhédltnismafBig selten in die Nihe des Ursprungs gelangt, so ist klar, dafl die
Struktur eines chaotischen Orbits fiir kleine S wesentlich “stabiler” ist, als die
eines periodischen Orbits, wie bereits an Abbildung 6.1 zu sehen war.

Dieses Verhalten fiir kleine S5—Werte macht es schwierig, im vierdimensionalen
System periodische Orbits zu finden. Da alle (z,u)—periodischen Orbits bereits
nach wenigen Iterationen zerstort werden, war es nicht moglich, aulerhalb der
Menge 2% einen stabilen periodischen Orbit zu finden. Innerhalb der Menge 2*°
hingegen scheint es keine Stabilitédtsinseln zu geben. Man kann also nicht erwarten,
im vierdimensionalen System fiir kleine S—Werte einen stabilen periodischen Orbit
zu finden.
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Abbildung 6.2: (z, u)-periodischer Orbit fiir ¢ = 4,b = 0.1 und S = 0. Startpunkt
xo =4.9, ug = 0.5, yo = 0, vy = 0.5. 385 Iterationen.



Kapitel 6. Die Fille 0 < § < T 139

1 0 T T T T T T

0.2 -

0.0 I I I I | I I I I

Abbildung 6.3: Gestorter (x,u)-periodischer Orbit: wie Abbildung 6.2, jedoch
B =0.001.
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Fiir ~Werte nahe bei § zeigt sich ein anderes Verhalten. Abbildung 6.4 zeigt
einen in der (y,v)-Ebene quasiperiodischen Orbit fir § = 7/2, der in der (z,u)-
Ebene 4-periodisch ist. Abbildung 6.5 zeigt denselben Orbit fir g = 7/2 — 0.1.
Sieht man von dem Verhalten in der (z,u)-Ebene ab, so wurde der Orbit von der
relativ groflen Storung nur geringfiigig beeinflufit.

Zunichst einmal ist anzumerken, dafl in Abbildung 6.4 ein Orbit um einen el-
liptischen periodischen Orbit gew&hlt wurde. Dieser elliptische periodische Orbit
ist, im Gegensatz zu dem Fall 5 = 0, auch in der vierdimensionalen Abbildung
periodisch, die (z,u)-Dynamik ist ja fir f = 7/2 nichts weiter, als eine Dre-
hung um den Winkel a@ = 27/¢g. Aus diesem Grunde bliebt die (z,u)-Dynamik
beschréankt, das heifit, ein Orbit kann nicht beliebig grole z—Werte annehmen.
Sofern der Orbit in der (z,u)-Ebene nicht zu weit vom Ursprung entfernt gest-
artet wird, kann die (z,u)-Dynamik fiir f~Werte nahe bei 7/2 nur unwesentlich
auf die (y,v)-Dynamik einwirken. Die (x,u)-Dynamik wird dagegen bereits fiir
kleine Abweichungen von 7 /2 empfindlich gestort. Man kann sich anschaulich klar
machen, daf} sich der Einfluf} der (y,v)-Dynamik im Mittel gerade authebt und
die z—Werte weiterhin beschréankt bleiben.

Ahnlich wie fiir § = 0 kann man auch in diesem Fall abschitzen, wie weit ein
Orbit in der (z, u)-Ebene vom Ursprung entfernt sein darf, um die (y, v)-Dynamik
nicht entscheidend zu beeinflussen. Die (y, v)-Dynamik wird entscheidend gestort
werden, wenn

|xk| COSB > Ymin (69)

gilt, wobei y,,;, der minimale Abstand des ungestorten Orbits in y—Richtung an
die Grenze y = b bzw. y = —b bedeuten soll; also:

Ymin = Min ¢ min |y, — b|, min |y, + b| p . (6.10)
keZ keZ

Fiir f—Werte in der Néhe von 7/2 gilt in erster Naherung cos f = 7/2 — 3, und
es kann davon ausgegangen werden, dafl gilt:

2
] <\/x%+%+e Vk € Z (6.11)

fiir vernachléassigbar kleines e, da M, é‘r} in erster Ndherung eine “elliptische” Dre-
hung ist. Es ist zu beachten, daf§ hier nicht die skalierte Version der Abbildung
benutzt wird, also M O(éx} nicht eine einfache Drehung ist. Man kann also erwarten,

daf} alle Orbits mit
\ 26+ i (I - 5) < Yumin (6.12)
a? \2 ’

die nahe bei einem elliptischen (y,v)-periodischen Punkt liegen, stabil bleiben.

Fiir den oben gewéhlten Orbit ergibt sich numerisch ¥,,;,, ~ 2.1. Abbildung
6.6 zeigt einen Orbit mit (/23 + u3/a? = 2. Man erkennt, daf§ der Orbit bereits
merklich gestort ist. Die obige Abschéitzung liefert daher wiederum nur qualitativ
richtige Ergebnisse.
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Abbildung 6.4: (y,v)-quasiperiodischer Orbit fiir ¢ = 4, b = 2 und 3 = 7. Start-
punkt o =0, ug = 1, yo = 0, vy = 3.1. 5000 Iterationen.
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Abbildung 6.5: Gestorter (y,v)—quasiperiodischer Orbit: wie Abbildung 6.4, je-
doch 8 =7 — 0.1 und 10000 Iterationen.
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Abbildung 6.6: Gestorter (y,v)—quasiperiodischer Orbit fir ¢ = 4, b = 2 und
B =% —0.1. Startpunkt zy = 3, ug = 0, yo = 0, vo = 3.1. 20000 Iterationen.
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Als néchstes kann untersucht werden, wie sich das System bei 8 = /4 verhalt.
In diesem Fall ist cos 3 = sin 8 = 1/+/2, folglich leisten Mc(fg s und Mc(f% s den glei-
chen Beitrag zur Kick-Funktion und werden auch in der gleichen Grélenordnung
von ihr beeinfluit. In Kapitel 4 hat sich gezeigt, dafl die (x, u)-Dynamik M, (im) s fiir
kleine b—Werte ein Stochastisches Netz erzeugt, fiir grole b—Werte hingegen nicht.
Die (y,v)-Dynamik M, (% s ist fiir kleine b-Werte hingegen chaotisch und enthélt
nur fiir groflere b-Werte stabile Bereiche. Es ist daher schwierig, einen b—Wert zu
wiahlen, der klein genug ist, um in der (x,u)-Ebene die Struktur eines Netzes zu
erhalten, jedoch so grof3, dafl die Dynamik in der (y,v)-Ebene nicht bereits von
sich aus chaotisch ist.

Die Abbildung 6.7 zeigt einen Orbit mit Parameterwerten, die unter Beriick-
sichtigung der Skalierung sinnvoll erscheinen. In der (x, u)-Ebene scheint es einige
Liicken zu geben, diese werden bei weiterer Iteration jedoch ebenfalls dicht aus-
gefiillt. Ansonsten ist keine iibergeordnete Struktur erkennbar. Ahnliche Bilder
ergeben sich auch fiir andere Parameterwerte die unter Beriicksichtigung der bis-
herigen Ergebnisse giinstig erscheinen.

Berechnet man die Eigenwerte der vierdimensionalen Jacobi-Matrix des zen-
tralen Fixpunktes fiir ¢ = 4 und § = 7/4, so erkennt man, da§ der Fixpunkt in
Abhéngigkeit von b entweder rein elliptisch oder rein hyperbolisch ist Das heif3t,
die stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten sind entweder nicht vorhanden oder
zweidimensional. Damit in der (z, u)-Ebene ein Stochastisches Netz erzeugt wird,
ist es aber gerade notig, dal der zentrale Fixpunkt hyperbolisch ist. Um zugleich
in der (y, u)-Ebene Stabilitdt zu erhalten, miifite der Fixpunkt hingegen elliptisch
sein. Dieses ist im Fall 5 = 7/4 nicht miteinander vereinbar.

6.2 Periodische Kick—Funktion

Wie in den Abschnitten 4.2 und 5.2 sollen auch hier sidmtliche Beispiele anhand
der in (1.33) angegeben Kick-Funktion fp; vorgefiihrt werden. Die mit dieser
Kick-Funktion definierte vierdimensionale Abbildung M, s ; wurde in leicht ab-
gewandelter Form erstmalig von Zaslavsky und Mitarbeitern zur Untersuchung
ihres besonderen diffusiven Verhaltens eingefiihrt [1, 2]. Im Rahmen dieser Arbeit
soll allein die Dynamik von M, g s kurz vorgestellt werden und keinerlei Betrach-
tungen in Bezug auf die Diffusion angestellt werden.

Zunichst jedoch einige Uberlegungen, die fiir beliebige periodische Kick-
Funktionen f giiltig sind. Der Einfachheit halber kann auch im Vierdimensionalen
angenommen werden, dafl f die Periode 1 hat, was durch die {ibliche Umskalierung
des Phasenraumes immer erreicht werden kann. Wie man schnell nachrechnet, sind

die Abbildungen

X X
Lw. | o v 6.13
i y Y+ 25 (6.13)
v v

mit n € Z und S > 0 Symmetrien von M, g ;. Damit kann der Phasenraum,
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Abbildung 6.7: Orbit fiir ¢ = 4, b = 0.4 und 8 = 7/4. Startpunkt z¢y = 0, up = 1,
Yo = 0, vo = 1. 20000 Iterationen
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nach entsprechender Symmetriereduktion (sieche Anhang A.6), auf den Zylinder
R x R x [—-1/2sin 3,1/2sin 3] x R eingeschrinkt werden.

Ahnlich wie in Abschnitt 5.2 sind mit dieser Einschrinkung auch die Abbil-
dungen

x T
J A R b (6.14)

Yy Yy

v Chan smﬁ

mit n € Z und f > 0 Symmetrien von M, 5, da die y—Achse bereits auf das
Intervall [—1/2sin 3,1/2sin 8] reduziert wurde. Interessiert man sich allein fiir
die Dynamik (ohne Diffusion) des Systems kann man die Abbildung M, s ; also
ohne weiteres auf R* x [—1/2sin 3,1/2sin 3]? einschriinken.

Im folgenden sei q = 4 festgelegt. Es ist prinzipiell moglich, die nachfolgenden
Rechnungen in dhnlicher Form auch fiir die Fille ¢ = 3 und ¢ = 6 durchzufiihren.
Ziel der folgenden Uberlegungen ist es, auch fiir die (z,u)-Dynamik zwei Transla-
tionssymmetrien herzuleiten und damit ganz analog zu Abschnitt 4.2 die Dynamik
auf eine Elementarzelle einzuschrianken.

Die Vorgehensweise entspricht der aus Abschnitt 4.2: M, g s setzt sich zusam-
men aus einem Flufl ®, und einer Kick-Abbildung Vg ;:

Maﬁ,f = (I)a o} \Ilﬁj. (615)

Der Deutlichkeit halber sind an die einzelnen Abbildungen die Abhéingigkeiten
von den Parametern mit aufgefiihrt. Folglich kann die ¢g-te Iterierte von M, s ¢ in
der folgenden Form geschrieben werden:

Mg, =(DaoWsp)? =0 [[ ¥ (6.16a)

mit
U =0 koW o @k (6.16D)

Hierbei soll das Produkt [] wiederum eine Abkiirzung fiir die Komposition be-
deuten und von links nach rechts geschrieben werden, das heifit \I/( ) = Ug ¢ steht
am Schlufl. Diese Darstellung ist das verallgemeinerte Analogon zu (4.37) aus
Abschnitt 4.2, nur mit dem Unterschied, dafl ®, in diesem Fall keine einfache
Drehung mehr ist und damit auch nicht ®, = CID(’; gilt.

Es kann nun genauso wie im Zweidimensionalen argumentiert werden: Eine
Abbildung L ist dann eine Symmetrie von Mgﬁj, wenn L mit allen \If(ﬁk} sowie
mit ®¢ kommutiert, daf heifit, wenn

U oL=LolY} |, ®loL=Lod! (6.17)

fiir alle 0 < k < ¢ gilt.
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Es ist leicht mit vollstdndiger Induktion zu zeigen, daf3

x cos ka sinka () () x

k| ou —asinka coska 0 0 u
;- y 0 0 1k y (6.18)

v 0 0 01 v

fir alle k£ € Z gilt. Fiir ¢ = 4, das heifit a = 7/2, miissen nur die Félle £ €
{0,1,2,3} ausgewertet werden, wenn man sich auf Translationen in der (z,u)-
Ebene beschrankt. Man verifiziert, dal die Abbildungen

T+ =

z cos 8
PRGN I I R g (6.19)
) y y
v v

fir n,m € Z und § < /2 Symmetrien von Mi@ s sind. Folglich kann man sich
wiederum auf in der (z,u)-Ebene auf die Elementarzelle beschréinken.

Um einen vollstindigen Uberblick iiber die Dynamik von M jﬁ’ s zu erhalten,
geniigt es also, die Abbildung auf dem 4—Torus

1 1 Q@ a 1 1 1 1
[_200857 2COSB‘| % [_200857 200561 % [_QSinB’ 25in6] % l_ZsinB’ 251n6]
(6.20)
zu betrachten. Zunéchst einmal ist es erfreulich, daf sich fiir die beiden Grenzfille
f =0und 8 = 7/2 bis auf Umskalierung die bereits bekannten Ergebnisse repro-
duzieren. Jedoch divergieren bei diesem Ubergang jeweils zwei Grenzen, so daf§ der
4-Torus zu einem T? x R? bzw. R? x T? entartet. Dies iiberrascht zunéchst ein we-
nig, da sich die Dynamik fiir die Grenzfélle 5 = 0 und 8 = 7 /2 prinzipiell ebenfalls
auf einen 4-Torus einschrianken l&8t. Ndhert man sich jedoch beispielsweise dem
Wert 5 =0, so geht die y—Periode der zweidimensionalen Kick—Funktion F'(z,y)
in Abhédngigkeit von 8 gegen unendlich. Dieser Effekt mufl von den Symmetrien
natiirlich beriicksichtigt werden.
Es ist nun sinnvoll, die Abbildung M, g so zu skalieren, daf sich als Phasen-
raum einfach der 4-Torus [—1/2,1/2]* ergibt. Im folgenden seien die Koordinaten
wie folgt skaliert:

xcosf —x UCOSB—H,L , ysinf—y , wsinf — . (6.21)
a

Die sich aus dieser Skalierung ergebende Abbildung werde mit Maﬁ, ¢ bezeichnet.
Es gilt:

T cosae sina 0 0 x
y | w —sina cosa 0 0 u+#f(x+y)
v 0 0 01 v+ sin? Bf(z +y)
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Es sei angemerkt, dafl diese Skalierung allein sinnvoll ist, um eine einfache Dar-
stellung des Phasenraumes zu erhalten. Fiir Untersuchungen nahe den Grenzféllen
f =0und g = 7/2, wie sie im vorherigen Abschnitt durchgefiihrt wurden, ist sie
denkbar ungeeignet, da die Skalierung (6.21) dort divergiert. Fiir f§ = 0 muf in
(6.22) y = 0 und v = 0 gesetzt werden, da sonst die Abbildung Ma,@ s zu falschen
Ergebnissen fithrt. Bei f§ = 7/2 muf§ entsprechend x = 0 und v = 0 gesetzt
werden.

Da die Abbildung vierdimensional ist, konnen die Phasenportraits nicht mehr
einfach dargestellt werden. Fiir die Phasenportraits in Abschnitt 4.2 und 5.2
muflten nur eine Reihe von Startpunkten definiert und iteriert werden. Dies fiihr-
te zu iiberschaubaren Ergebnissen, da die invarianten Kurven um die elliptischen
Fixpunkte herum, den Phasenraum in Bereiche unterteilen zwischen denen ein be-
liebiger Orbit nicht springen kann. Im héherdimensionalen kann ein Orbit jedoch
iiber die zusétzlichen Freiheitsgrade die invarianten Kurven umlaufen.

Abbildung 6.8 zeigt eine solche invariante Kurve fiir § = 0. Da y = v = 0 gilt,
wurde der (y,v)-Anteil der Dynamik nicht mit abgebildet, es darf jedoch nicht
vergessen werden, dafl die abgebildete invariante Kurve zu anderen Anfangswerten
y und v weder periodisch noch quasiperiodisch ist. Ferner ist zu beachten, daf
hier der K—Wert nicht mit dem Parameter K aus Abschnitt 4.2 {ibereinstimmt,
sondern mit einem Vorfaktor 1/« umskaliert ist.

Wie in Abbildung 6.9 zu sehen ist, kann man fiir kleine f—Werte leicht einen
stabilen Orbit finden, der die obige invariante Kurve zu f = 0 quasiperiodisch
umléuft. Wiirde man so vorgehen, wie bei den Phasenportraits in Abschnitt 4.2
und 5.2, so wiirden sich die Abbildungen schnell mit Punkten fiillen, bis von der
Stabilitat nichts mehr zu erkennen ist.

An Abbildung 6.10 kann man erkennen, wie “flach” der Stabilitédtsbereich fiir
B = 0.1 in v-Richtung ist. Obgleich der Orbit nahe dem Orbit aus Abbildung
6.9 startet, zeigt sich bereits ein qualitativ anderes Verhalten. Zunéchst einmal
zeigt der Orbit kein reguléres Verhalten, man erkennt jedoch, daf sich der Orbit
fiir viele Iterationsschritte auf einen gewissen Bereich im Phasenraum einschrankt
und sich dort anndhernd stabil verhélt. Dieses Phénomen wird von Zaslavsky
als “chaotic jet” bezeichnet [2] und hat entscheidenden EinfluB auf das diffusive
Verhalten des Systems. Auf die genaueren Details soll an dieser Stelle nicht weiter
eingegangen werden.

Abbildung 6.11 zeigt ein weiteres mogliches Verhalten der Dynamik. Der Orbit
erzeugt in der (z,u)—Ebene eine netzartige Struktur, die jedoch nicht mehr auf
einfache Weise wie in Abschnitt 4.2 mit Hilfe von heteroklinen Sattelverbindungen
erkldart werden kann. Die duflere Gestalt des Netzes ist auch eine génzlich andere,
als die bisher bekannte. Um die schwache Oszillation des (y, v)-Anteils der Dy-
namik in v—Richtung zu verdeutlichen, wurde eine Vergréflerung des relevanten
v—Bereichs abgebildet.

Ahnliche komplizierte Netzstrukturen konnen auch fiir 8 = /4 gefunden wer-
den, wie in Abbildung 6.12 zu sehen ist. Auch hier kann die Struktur des Stocha-
stischen Netzes nicht mit der im Zweidimensionalen verglichen werden. Es wurde
in v—Richtung ebenfalls eine Ausschnittsvergroflerung gewéhlt, um die Dynamik
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—0.5 '
—00.50

—0.25 0.00 0.25 0.50

Abbildung 6.8: Stabiler Orbit fiir ¢ = 4,K = 0.1273 und § = 0. Startpunkt
xo = 0,up = 0.15,y9 = 0,u9 = 0. 2000 Iterationen.

in der (y,v)-Ebene besser darstellen zu kénnen. Es ist zu beachten, daf§ der Pa-
rameter K hier verhéltnisméfig klein gewahlt wurde, fiir groflere K—-Werte ist es
schwierig, noch netzartige Strukturen zu finden.

Betrachtet man nun die Dynamik in der Néhe des Grenzfalls 8 = 7/2, so zeigt
sich ein wesentlich komplizierteres Verhalten. Ahnlich wie in Abbildung 6.9 wur-
den bei Abbildung 6.13 die Anfangsdaten eines Orbits gewéhlt, der im Grenzfall
B = m/2 eine invariante Kurve ist. Man erkennt, dafl der so gewihlte Orbit bereits
bei kleiner Abweichung von /5 = 7/2 sich in der (y, v)-Ebene chaotisch verhélt. Ein
Zusammenhang mit der Dynamik der Standardabbildung konnte nicht gefunden
werden.
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Abbildung 6.9: Gestorter Orbit fir ¢ = 4,K = 0.1273 und § = 0.1. Startpunkt
xo = 0,up = 0.15,y9 = 0,v9 = 0.015. 20000 Iterationen.
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Abbildung 6.10: Gestorter Orbit fiir ¢ = 4,K = 0.1273 und g = 0.1. Startpunkt
xo = 0,up = 0.15,y9 = 0,99 = 0.02. 20000 Iterationen.
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0-50 T T T T I T T T T I T T T T | T T T T
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0.400 - -

0-3%% 50

Abbildung 6.11: Gestorter Orbit fiir ¢ = 4,K = 0.1273 und g = 0.1. Startpunkt
xo = 0,up = 0.3, yo = 0,v9 = 0.35. 20000 Iterationen.
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Abbildung 6.12: Orbit fir ¢ = 4,K = 0.0477 und § = 7 /4. Startpunkt z, =
0,u0 = 0.25 yo = 0,9 = 0.2. 20000 Iterationen.
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Abbildung 6.13: Gestorter Orbit fir ¢ = 4,K = 0.1273 und 8 = «n/2 — 0.1.
Startpunkt zo = 0, ug = 0.15,y9 = 0,u9 = 0.2. 40000 Iterationen.



Schlufl

Es ist weit mehr Arbeit, eine Interpretation
zu interpretieren als die Dinge selbst; und es
gibt weit mehr Biicher iiber Biicher als tiber
jedes andere Thema.

MICHAEL EYQUEM DE MONTAIGNE

In dieser Arbeit wurde die Dynamik eines geladenen Teilchens in einem speziel-
len transversalen elektromagnetischen Feld durch eine vierdimensionale Abbildung
modelliert. Dieses System wurd von Zaslavsky und Mitarbeitern fiir eine periodi-
sche (sinusférmige) Ortsabhéngkeit des elektrischen Feldes (Kick—Funktion) vor-
gestellt und diskutiert [1, 2]. In der vorliegenden Arbeit wurde eine aperiodische
(signumformige) Ortsabhingkeit des elektrischen Feldes zu Grunde gelegt. Trotz
gewisser Gemeinsamkeiten zeigten sich in der Dynamik erhebliche Unterschiede.

Im Vorderung standen die Analyse des Phasenportraits der Abbildung fiir ver-
schiedene Werte der Parameter a und [ sowie b bzw. K. Es wurde keine Untersu-
chung des diffusiven Energiewachstums durchgefiihrt, die in derartigen Systemen
moglich ist und eine nicht unerhebliche physikalische Bedeutung hat.

In Kapitel 2 konnte bewiesen werden, dafl das betrachtete System topologisch
konjugiert zu einer einparametrigen Schar von Systemen ist, die formal dieselbe
Gestalt haben. Im Grenzfall 8 = 0 ist in dieser Schar das von Krug und Schwégerl
untersuchte System [7] mit enthalten.

Ins Auge fallen die umfangreichen Ausfiithrungen im Kapitel 4 iiber den Grenz-
fall 5 = 0. Es konnte gezeigt werden, das die Abbildung auch fiir eine aperiodische
Kick—Funktion ein Stochastisches Netz erzeugt, dessen Aufbaumechanismus je-
doch grundverschieden von dem der Netzabbildung ist. Die komplizierte Struktur
der periodischen Punkte im reguléren Teil der Dynamik konnte fiir die kristallsym-
metrischen Fiélle bis ins letzte Detail erklart werden, und es wurde eine Methode
angegeben, die sich auch auf die verbleibenden quasikristellinen Félle anwenden
1aBt. Die Chaotizitdt auf dem Stochastischen Netz konnte jedoch nur empirisch
verifiziert werden. Es sei an dieser Stelle angemerkt, daf} sich in der Diplomarbeit
von Hippel iiber einen dreidimensionalen Oszilator [26] Netzstrukturen mit ganz
ahnlichem Aufbaumuster ergaben. Das im vierten Kapitel vorgestellte System &3t
sich daher als idealisiertes Modell fiir derartige Netze auffassen.

Die Untersuchungen des Grenzfalles § = 7/2 im fiinften Kapitel ergaben, dafl
die Dynamik fiir aperiodische Kick—Funktionen kein Birkhoff-Szenario aufweist.
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Dennoch konnten die wichtigsten periodischen Punkte gefunden werden und grob
gezeigt werden, auf welchen Bereichen des Phasenraumes sich die Dynamik reguléar
bzw. chaotisch verhélt. Aufgrund der komplizierten marginalstabilen Struktur des
Phasenportraits konnte auch hier die Chaotizitdt der Dynamik nur empirisch nach-
gewiesen werden. Ein direkter Vergleich mit der Dynamik der Standardabbildung
scheiterte an dieser Stelle.

Bei den Untersuchungen der vierdimensionalen Abbildung im sechsten Kapitel
waren nur vergleichsweise unscharfe Aussagen moglich, fast alle Untersuchungen
sind numerischer Natur. Es konnte jedoch plausibel gemacht werden, daf3 sich die
Dynamik fiir aperiodische Kick—Funktionen als hochst anfillig gegeniiber leichten
Storungen erweist. So werden die im vierten Kapitel erlauterten Strukturen bereits
fiir kleine Abweichungen von diesem Genzfall zerstort. Obgleich die periodischen
Kick—Funktionen und speziell die sinusférmigen in der gesamten Arbeit eine eher
untergeordnete Rolle spielen, konnten einige bekannte Ergebnisse auf den vier-
dimensionalen Fall {ibertragen werden. So war es moglich, fiir eine Iterierte der
vierdimensionalen Abbildung Translationssymmetrien zu finden, mit deren Hilfe
sich der Phasenraum auf einen 4-Torus einschrinken 148t.



Anhang A

Mathematischer Anhang

Wenn das einzige Werkzeug, das man besitzt,
ein Hammer ist, betrachtet man bald jedes
Problem als einen Nagel.

ANONYM

A.1 Verallgemeinerte Spiegelungen im n—
dimensionalen Raum

Sei im folgenden V ein endlich—dimensionaler euklidischer Vektorraum mit Ska-
larprodukt < x,y > und dim V' = n.

Definition A.1 Sei H C V ein Unterraum von V mit dim H = m < n. Dann
heiffe H eine m—FEbene in V.

Definition A.2 Sei H eine m—Ebene, dann ist das Orthogonalkomplement H=*
definiert durch
HYf={recV;<x,y>=0 Vyc H}.

Da der Vektorraum V' euklidisch vorausgesetzt wurde, 148t sich V' immer als di-
rekte Summe eines Unterraumes H und dessen Orthogonalkomplement H+ schrei-

ben; also:
V=HoH

Eine Spiegelung an einer m—Ebene H wird wie folgt definiert:

Definition A.3 Fine lineare Abbildung ¢y heifit Spiegelung an der m—FEbene H,
wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(1) oulx)=2 VYreH
(ii) pp(r) =—x Vo€ Ht
(1) 02 = id
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Es gelten die folgenden Sétze:
Satz A.1 Es gibt genau eine Spiegelung an der m—FEbene H.
Satz A.2 Sei py eine Spiegelung an der m—Ebene H, so gilt det oy = (—1)""™.

Dieser Satz impliziert, dafl ein Spiegelung im vierdimenionalen an einer zwei-
dimensionalen Ebene die Determinante 1 hat.

A.2 Unstetige Kick—Funktionen

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, daf} sich das fundamentale Lemma 4.1 aus
Abschnitt 4.1 mit vergleichbar geringfiigigem Aufwand auch fiir unstetige Kick—
Funktionen f beweisen l48t. Das Lemma soll in derselben Gestalt bewiesen werden
wie in 4.1, allein mit dem Unterschied, dafl f nicht mehr als stetig vorausgesetzt
werden soll.

Der Beweis erfolgt mittels Induktion nach i:

IA i = 0: Angenommen es gebe t € [0,1] mit f(xo()) # f(20(0)). Fiir den Fall
20(0) > b muBl dann zo(f) < b gelten, da f auf dem Bereich x > b den
Konstanten Wert ¢; annimmt. Da 7 ein stetiger Weg ist, mufl es dann aber
ein £ € [0,] geben, so daB |xo()| = |y(f) - €| < bist,also y(f) € R* — QF, was
im Widerspruch zu Voraussetzung steht. Der Fall 2¢(0) < —b wird genauso
behandelt.

IV: Die Behauptung sei fiir 0 < ¢ < k — 2 bereits bewiesen.

IS i - i+ 1: Nach IV ist f(z;(t)) = f(z;(0)) fiir alle 0 < j < 4, also 7 :=
Mi+1ox ein stetiger Weg. Angenommen es gebe ein ¢ € [0, 1] mit f(z;1(f)) #
f(zi1(%)). Fiir den Fall z;,1(0) > b muB dann z;,,(f) < b gelten (s.0.). Da
nach Definition z;,(f) = (%) - €, gilt und 7 stetig ist, muB es dann auch
ein £ € [0,7] geben, mit |(f)| - €;] < b dies ist aber gleichbedeutend damit,
daB v(t) € R? — QF liegt, da i + 1 < k vorausgesetzt war. Also erneut ein
Widerspruch zur Voraussetzung.

O

Sémtliche Uberlegungen, die auf Lemma 4.1 beruhen, das heifit praktisch alle
Aussagen iiber die periodischen Punkte in R?* — Q. gelten also auch fiir unstetige
Kick—Funktionen f. Die Bedingung, dafl die Funktion g ungerade ist und g(b) = 1
erfiillt, ist demnach fiir die Dynamik auflerhalb von Q2*° ohne Bedeutung.

A.3 Additionstheoreme im regelméifligen ¢—Eck

Bei der Betrachtung des Grenzfalles § = 0 tauchen wiederholt Summen von der
Form

n—1 n—1
> cos(m—k)a und > sin(m—k)a
k=0 k=0
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auf. Es empfiehlt sich daher, diese Summen allgemein zu bestimmen. Multipliziert
man die zweite Summe mit der imagindren Einheit ¢ und addiert beide miteinan-
der, so kommt man unter Zuhilfenahme der Euler-Beziehung zu der Form:

n—1 ) n—1 Ak
Z ez(m—k)a — pima Z <e—za) )
k=0 k=0

Man beachte, dafl bei der Summation der Real- und Imaginérteil nicht miteinan-
der vermischen. Die Summe hat die Gestalt einer endlichen geometrischen Reihe,
fiir die es eine allgemeine Entwicklung gibt. Es gilt fiir alle z € C mit x # 1:

_:c"—l

n—1
>t =
k=0

z—1

Im folgenden soll davon ausgegangen werden, dal o = 27 /¢ mit g # 1 gilt, das
heift es gilt unter anderem e~ # 1. Also hat man

eimoz nil e—ika — eimoz eii:baa —1 — <€i(m_nj: — eimo;l(eia — 1)
prrd e~ie —1 (e7i@ — 1) (e — 1)
ei(m—n-l—l)oz _ ei(m—i—l)a _ ei(m—n)a + eima

2(1 — cos )

Spaltet man dieses Ergebnis nach Real- und Imaginérteil auf, so erhélt man die
gesuchten Ausdriicke fiir die oben genannten Summen. Es ergibt sich:

—1
% cos(m —n + 1)a — cos(m + 1)a — cos(m — n)a + cos ma
2 cos(m —k)a = 2(1 — cos )
k=0

1 . . . .
= . sin(m —n + 1)a — sin(m + 1)a — sin(m — n)a + sin ma
> sin(m —k)a = 21— cosa) :
k=0

Fiir den Fall @ = 27/q und m = n = ¢ gilt dann nach Einsetzen in diesen beiden
Formeln:

:z_:cos(q —k)a = Zz_: sin(g — k)ao =0 (A1)

Ist ¢ gerade und m = n = ¢/2, so gilt:

9271 9271 sin o a
2—kla=-1 i 2—kla=———=cot—. (A2
> costg/2=Ka =1 .3 sin(o/2—Ho = ;e —co g (42)

Mit der hier vorgestellten Methode lassen sich auch die folgenden beiden Re-
lationen beweisen:

q—1 q—1
> cos (27211{: + B) =) sin <27an]€ + 6) = (A.3)
k

k=0 =0
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fiir beliebiges 8 € R, n,q € IN mit ¢ > 1 und n kein Vielfaches von ¢q. Multipliziert
man die zweite Summe wieder im ¢ und addiert beide Summen, so erhélt man:

q—1

Z . 27\'an+26 25 Z e 2";”“ _ elﬁ Z ( %n) . (A4)

Dies ist wiederum eine endhche geometrische Reihe. Da n kein Vielfaches von ¢
sein sollte, gilt offensichtlich e’ s # 1, damit ist die oben genannte Entwicklung
fiir geometrische Reihen anwendbar, und es gilt:

: 2

- 2nk —1 1—1

Z@ = T j2mn = 0.

| e ¢« —1

Damit ist sind die Beziehungen A.3 gezeigt.

A.4 Vollstiandiger Beweis von Lemma 4.2

In diesem Abschnitt soll das Lemma 4.2 auf Seite 47 vollstéandig bewiesen werden.
Viele Beweisschritte benotigen die Ergebnisse des vorhergehenden Abschnitts und
werden nicht in aller Ausfiihrlichkeit durchgefiihrt.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit soll das Lemma hier noch einmal neu for-
muliert und von Anfang an bewiesen werden. Fiir das Verstdndnis des Beweises
ist es jedoch sinnvoll, das auf den Seiten 47ff vorgestellte Grundprinzip verstanden
zu haben. Das Lemma soll in der folgenden Form bewiesen werden:

Lemma A.1 Sei U C R? — Q eine beliebige beschrinkte Menge. Dann gibt es
eine beschrinkte (mefbare) Menge D C R* mit U C D und

Mgvf(U) cD (A.5)
fiir alle n € IN.

Beweis:
Der Beweis soll konstruktiv erfolgen. Zunéchst wird eine Menge D konstruiert,
die unter der Abbildung

x cosa  sina x
L, : — .
(u) (—sma cosoz)(u—sgn(x))

invariant ist, das heit L,(D) C D. (Streng genommen kann sogar L,(D) = D
gezeigt werden, aber das ist fiir die Aussage des Satzes unerheblich.) D soll durch
Vorgabe des Randes konstruiert werden. Wird der Rand unter L, auf sich selbst
abgebildet, so wird D auf D abgebildet. Es wird sich zeigen, daf§ die Unstetig-
keitsstelle z = 0 (u—Achse) bei dieser Uberlegung keine Rolle spielt.

Ferner soll der Rand von D als Polygon konstruiert werden, so daf§ L, FEck-
punkte wieder auf Eckpunkte abbildet. Sofern keine der Kanten des Polygons die
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u—Achse transversal schneidet, wird dann der Rand von D wieder auf den Rand
abgebildet, da L, stiickweise linear ist.

Fiir die Konstruktion benotigt man einen Ausdruck fiir die i—te Iterierte von
L. Man erhilt aus (1.24) nach Umskalierung und Einsetzen von f(z) = —sgn(x):

i (:1: ) = ( x cosia + usinio — Y4 Osgn(xk) sin(i — k)« ) (%)

u —zsinia + ucosia — Y i_tsgn(xy) cos(i — k)a

mit z, = LF(z,u) - €.
Es sind zwei Fille zu unterscheiden:

q gerade:

Wahle ein beliebiges m € INy und setzte

m—+1

r=—
1 —cosa

Dieses m bzw. r sei mindestens so grof3, daf fiir (xq,ug) = (0,7) in der Entwick-
lung (*) sgn(z;) = 1 fiir 0 <4 < ¢/2 — 1 und sgn(zy/) = —1 gilt, wobei der
Einfachheit halber sgn(0) = 1 gesetzt wird. Mit anderen Worten, es soll z; > 0
fir 0 <7 < ¢/2—1und 245 < 0 gelten. Das ist fiir ¢ = 0 nach Vorausset-
zung (Anfangsbedingung) der Fall; fir 1 <7 < ¢/2 — 1 ist geméf (*) und wegen

a=2m/q
i—1

x; = LL(0,r)- € =rsinia — Y _sin(i — k)a > 0
k=0
fiir hinreichend grofies r bzw. hinreichend grofes m iterativ erfiillbar. Fiir i = ¢/2
hat man z; < 0 wegen sin(ga/2) = 0.
Ausgehend von (zg,up) = (0,7) werden nun die ersten Punkte des Polygons

wie folgt konstruiert:

0 2 sin(l—k)a ! sin (q/2 — k)

ol = <r>+kzzo<cos(l—k:) +J Z cos(q/2 — k)
0) l_1<sin(l—l€)a> <ﬂ>
— + Z + ,] 1—cos«
( r =\ cos(l —k)a -1

fir 0 <1< ¢q/2und 0 < j < m. Zum Beweis der letzten Gleichheit sei auf den
Anhang A.3 verwiesen. Nach Definition von r gilt:

(0 13130‘;‘& ([ rsina
ao’m’q/2_<r>+(m+1)< -1 >_<rcosoz>' ()

Gerade um diese Beziehung zu erfiillen, mufl r wie oben gewihlt werden.

Man erkennt, dafl nach Definition der Punkte agjo = agj_1,4/2 fiir 1 < j <m
gilt. Somit hat man die ersten v = (¢/2 + +1)(m + 1) — m Punkte des Polygons
konstruiert, die alle in dem von der u—Achse und (sin,cos«) aufgespannten
Sektor liegen, wobei die Punkte wie folgt angeordnet werden:

@0,0,05 - - -5 @0,0,¢q/2 = Q0,1,05 - - - 5 A0,1,¢/2 = Q02,05+ - -+ - - y @0,m,05 + -+ + 5 A0,m,q/2
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Als néchstes sollen diese Punkte unter der Abbildung L, iteriert werden:
aij1 = Le(ao 1)

fir 0 <7 < ¢/2 — 1. Anders als auf den Seiten 47ff erldutert, sollen die ag j; hier
nicht ¢ mal, sondern nur ¢/2 — 1 mal iteriert werden. Da L, punktsymmetrisch
zum Ursprung ist, mufl auch D punktsymmetrisch zum Ursprung sein. Wie sich im
folgenden zeigen wird, ist es aus beweistechnischer Sicht giinstig, diese Symmetrie
auszunutzen.

Da r bzw. m hinreichend grofi gewahlt wurde, kann in (%) sgn(zy) = 1 fiir
alle Punkte ag;; angenommen werden. Damit 1&8t sich fiir die a; j; prinzipiell ein

geschlossener Ausdruck angeben. Unter anderem gilt (siche hierzu auch Anhang
A3):

rsin o : slna =2 sin(l—1—k)a
Qa/2=130 =\ _pcosa | T G +1) 1 -2 cos(l =1 —k)a )

k=0

Mit (xx) folgt hieraus:

0 22/ sin(l—1—k)a
Ag/2—1,m,] = — ( , ) — Z ( cos(l — 1 — k)a = —Q0,0,-1- (s * %)

k=0

Folglich ist ag/a—1,m, - €2 < 0. Und ferner gilt:

" [ rsina— (m+ 1)\ 0
927Lm=La2 = pcosa— (m4+1)+1 )\ —r+1 )
Es ist daher sinnvoll, das Polygon an dem Punkt a,/2_1,,-1,4/2 enden zu lassen.
Ordnet man nun die Punkte entsprechend

@0,0,05 - + -5 A0,m,q/2, X1,0,05 - + - + - - y Aq/2-1,0,05 - - - » Aq/2—1,m—1,q/2

an, so sind die ersten qv/2 — q/2 Punkte des Polygons konstruiert. Alle so kon-
struierten Punkte liegen rechts von der u—Achse, sie beginnen bei agoo = (0,7)
und enden bei ag/o—1,m-1,42 = (0, =7 + 1).

Diese so konstruierten Punkten werden nun am Ursprung (0,0) gespiegelt und
unter Beibehaltung der Anordnung miteinander verbunden. Man erhélt auf diese
Weise ein geschlossenes Polygon mit (¢ — 1)v Punkten.

Es bleibt zu zeigen, dafl dieses Polygon unter L, wieder auf sich selbst abge-
bildet wird. Da L, stiickweise linear ist und nach Konstruktion von ago sowie
@q/2—1,m—1,4/2 keines der Linienstiicke die u—Achse transversal schneidet, geniigt es
zu zeigen, dafl L, die Punkte des Polygons aufeinander abbildet.

Man geht der Reihe nach vor: Nach Konstruktion ist klar, dafl

L(aij) = aiy1,

fir 0 <i<g/2-3,0<j<mund0 <1< ¢q/2gilt. Fiir i = ¢/2 — 2 ist diese
Beziehung nur fir 0 < j <m —1 und 0 <[ < ¢/2 erfiillt. In (% * x) wurde aber
schon gezeigt, daf3

Lagja—2mi1) = ag/2-1,m1 = —@0,0,1-1
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fir 1 <1< q/2 gilt. Da Aq/2—2,m—1,q/2 = Qg/2—2,m,0 &ilt, ist hiermit bereits gezeigt,
daf alle Punkte a; ;; fiir 0 < i < ¢/2—2 wieder auf Punkte des Polygons abgebildet
werden. Es bleibt noch der Fall i = ¢/2—1 zu kldren. Es gilt (siehe hierzu wiederum
in Anhand A.3):

agpgi = Llagp-151) = L (a0 ;1)

sin av -1 : AN
= (7)o () - (0TH ) - e

k=0

firo<j<m-—1.

Damit ist fiir alle Punkte des Polygons rechts von der u—Achse gezeigt, dafl
sie unter einmaliger L,—Iteration wieder auf Punkte des Polygons abgebildet wer-
den. Entsprechendes muf fiir die am Ursprung gespiegelten Punkte gelten, da L,
punktsymmetrisch ist. Damit ist der Rand von D konstruiert und man macht sich
schnell klar, dafl die Unstetigkeitsstelle x = 0 von L, bei einem so konstruierten
Rand keine Rolle spielt.

q ungerade:

Dieser Fall ist d&hnlich zu behandeln, wie der Vorherige, erweist sich jedoch als
ein wenig komplizierter. Gegeben sei ein beliebiges m € INy. Setze dann

m—+1

TT1C cos(a/2)

Wie im vorherigen Fall sei m bzw. r mindestens so grof}; daf fiir (xg, ug) = (0,7)
sowohl sgn(xy) = 1 fiir 0 < k < (¢ — 1)/2 als auch sgn(z(g41y2) = —1 gilt. Das
heifit, es soll z;, > 0 fiir 0 < k < (¢ —1)/2 und z(g41)/2 < 0 gelten. Man macht
sich ganz analog zum vorherigen Fall klar, dal m bzw. » immer entsprechend grof3
gewahlt werden kann.

Ausgehend von (0, 7) werden nun die folgenden Punkten des Polygons konstru-

lert: 0\ =1/ sin(l— ko [ dnat2sino/z)
O R0 1 G i 9 B3 G e

k=0
fir 0 <1 <(¢g—1)/2und 0 < j < m sowie

I—(g+1)/2 :
sin(l — k)«
alovjvl = a’O,j7(q—1)/2 - Z ( l — k )

= cos( Ja
I—(q+1)/2 : sin a+2sin(a/2)
. 0 Sln(l — k)Oé . T i—cosa
N <r>_ ; (cos(l—k)a)Jr(]Jrl/z)( -1 )

fir (¢+1)/2 <1 < qund 0 < j < m. Zum Beweis der letzten Gleichheit sei wieder
auf Anhang A.3 verwiesen. Es kann ferner gezeigt werden, dafl ag j , = ao,j+1,0 und

0 sin a+2sin(a/2) rsin(a/2)
_ l1—cos o =
A0, q < . ) +(m+1) ( 1 rcos(a/2)
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gilt. Gerade um diese Beziehung zu erfiillen, mufl » wie oben gewahlt werden. Die
ap ;; werden wie folgt angeordnet:

@0,0,0; - - - 50,0, = 40,1,0y- - - - - - » @0,m,05 - - -, A0,m,q
Damit sind die ersten (¢ + 1)(m + 1) — m Punkte des Polygons gegeben. Alle
Punkte liegen in dem von der u—Achse und (sin(«a/2), cos(a/2)) aufgespannten
Sektor.
Die Punkte werden nun an der Achse (sin(«/2),cos(a/2)) gespiegelt. Es soll
gelten:
T T T
151 = rcos(/2) cos(l — k)ax J | cosa—2sinasin(a/2)—1

k=0 1—cosa

fir 0 <1< (¢g+1)/2und 0 <j < m sowie

I—(g+1)/2-1 / .
sin(l — k)«
airjl = G1j(g+1)/2 — Z ( _ )
J S = cos(l — k)
_ [ rsin(a/2) ) l_(q§/2_1 sin(l — k)a
—\ rcos(a/2) = cos(l — k)a

sin a+2 cos asin(a/2)
+(.] + 1/2) ( cosaf2sli;g):ig(a/2)fl )
1—cos «
fir (¢+1)/2+1<1<qgund 0 <j < m. Hierbei wurde bereits so indiziert, dafl
die Punkte in analoger Weise angeordnet werden konnen. Man macht sich schnell

klar, daf3
7 Sin o
a e
Lm.q 7 COS (¢

gilt. Damit sind die ersten v = 2(q + 1)(m + 1) — 2m — 1 Punkte des Polygons
konstruiert, die alle in dem von der u—Achse und (sina,cos«) aufgespannten
Sektor liegen.

Aus beweistechnischer Sicht ist es wiederum einfacher, die Punktsymmetrie der
Abbildung L, auszunutzen. Die so definierten Punkte sollen also nicht wie in den
Ausfithrungen auf den Seiten 47ff ¢ mal iteriert werden, sondern nur (¢ — 1)/2
mal: L2 ) 1

g (ao i 1 gerade
a;ji = Lo(a;—2 ;1) = { L((li—”/Q(aij,l) i ungerade
fir 0 <i<gq.

Unter Ausnutzung der Entwicklung (%) und der Ergebnisse aus Anhang A.3
folgt dann:

ag-1j0 = Llag-s)) = LYV (ag )

rsin(a/2) >+lzl ( sin(%le—k)a )

- < rcos(ar/2) i=o \ cos (qg—l +1- k:) a
__sina+2 sin(a/2) 0
+(j +1/2) ( I ) + ( 1 )
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fir0 <1< (¢—1)/2 und
o rsin(a/2) n l(‘il)/z sin (qg—l +l-Fk)o
=Ll —rcos(a/2) = cos (E +1—k)a
_ sina+2 sin(a/2) 0
+(j +1) ( e ) + < 1 )

fiir (¢ +1)/2 <1 < q. Hieraus ergibt sich nach kurzer Rechnung;:

_ [ rsin(a/2) —snat2sin(a/2) 0y _( 0
Ga—1m,(g-1)/2 = ( —rcos(a/2) >+(m+1) ( -1 )= e )

Es ist also sinnvoll, den Polygonzug bei a,_1 m, (4—1)/2 enden zu lassen. Die Punkte
werden in der bekannten Weise angeordnet:

@0,0,05 - - - > A0,m,qg = @1,0,05 -+ - ALm,gy -+« - - y Ag—1,0,05 - - - » Ag—1,m,(q—1)/2

Damit sind die ersten (¢ + 1)v/2 — (v +1)/2 — (¢ — 1) /2 Punkte des Polygons
konstruiert, die alle rechts von der u—Achse liegen. Das so konstruierte Polygon
beginnt ganz analog zum vorherigen Fall bei (0,7) und endet bei (0, —r + 1).
Diese Punkte werden an Ursprung gespiegelt und man erhélt ein geschlossenes
Polygon mit ¢(v — 1) Punkten. Es bleibt zu zeigen, dafl dieses Polygon unter L,
invariant ist. Man geht der Reihe nach vor: Nach Definition ist klar, dafl

Aivoji = L(aij;)

fir0<:1<qg—4,0<j<mund 0 <[ < q gilt. Fiir i = ¢ — 3 tritt die erste
Ausnahmesitutation ein. Die obige Gleichung gilt fiiri = ¢—3,0 < j <m—1 und
0<I<gsowiefiri=¢q—3,j=mund 0<[<(¢—1)/2. Fir (¢+1)/2<1<gq
gilt:

Qg—1,m, = L(a'q—?),m,l) :L(q_l)/Q(ao,m,l)

B < 0 )_l(qu):/Ql(sin<l—‘12il—k)a

= —q, _ )
- =0 cos (l _ ol k;) o ) 0,0~ (q+1)/2

Ferner gilt:

agji = Lalagajg) =LY (a1
- + Z q—1
—-r o Ccos (l +45 - k)

__sina+2 sin(a/2)

+(j +1/2) ( e ) = —Q0,j1+4(g-1)/2
fir0 <1< (¢g+1)/2 und

0 Hlar)2=l fgin (l — k) a
il = <—7’>_ ,;0 cos(l—%—ka

. __sina+2 sin(a/2)
+U+1) ( e ) = —Q0,j+1,—(¢+1)/2
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fir (g+1)/24+1<1<qgund 0 <j <m—1. Anhand der Definitionen macht
man sich schnell klar, da8 ag 41, = a1, fiir 0 < 1 < (¢ — 1)/2 gilt, folglich ist
die letzte Gleichung auch fiir j = m giiltig, mufl nur entsprechend interpretiert
werden.

Man verbleibt mit den folgenden beiden Féllen:

agr1r = L(ag ul) = L@ (qq ;)

I+(g+1)/2=(a+1)/2=1 [ o5 (l + % — k) «
o )

k=0

__sin oz+2 cos o 51n(oz/2)

j + 1/2 < cosa+251nasm(a/2) ) = TA1504+(g+1)/2

l—cosa

fir 0<1<(¢—1)/2,0<j <mund

. I—(g—1)/2—1 . g—1
—rsin(a/2 sin(l—4%= —k)«a
Qg+1,50 = ( ( />>— E ( ( ? ) )

—r cos(a/2) =0 oS (l — ot k:) o
sin a+2 cos asin(a/2)

+(] + 1) ( _COSO(—QSli;fXO:i(I:IV(Oé/Q)—l ) = —Q1541,1—(g—1)/2

l—cosa

fir (¢4+1)/2 <1<4q,0<j<m—1.Da fiir den letzten Fall j = m bereits nicht
mehr zum Polygon gehort, ist damit gezeigt, dal der so definierte Rand unter L,
invariant ist.

Allgemeines q:

Die folgenden Uberlegungen sind dieselben, wie auf den Seiten 47ff, sie sind
hier der Vollstandigkeit halber iibernommen worden.

Sei eine beschriankte Menge U C R? — Q® geben. Dann gibt es eine nach
obigem Schema konstruierte Menge D mit U C D, sofern m € INy geniigend grof3
gewahlt wird. (Streng genommen mufl an dieser Stelle gezeigt werden, dafl oben
konstruierter Rand von D immer einen minimalen Abstand zum Ursprung hat,
der linear mit m ansteigt.) Es gilt also

UcDNR*- Q.
Nach Definition der Menge 2°° und der Abbildung L, gilt offensichtlich
Ma,f\R%Qw = La|R27Q°°'
Die Menge D wurde so konstruiert, dafl sie unter L, invariant ist, das heift
L.(D)CD.

Folglich gilt:
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Ferner ist die Menge Q°° invariant unter M, f, es gilt also:
M, ;(R* — Q>) = R* — Q™.

Da U C R* — Q™ ist, folgt damit, daf auch

M, (U) Cc R*— Q>

gilt. Somit gilt also B
M, ;(U) C DNR?* — Q™.

M, ¢(U) erfiillt damit dieselbe Voraussetzung, wie die Menge U und die obigen
Schliisse konnen wiederholt werden. Mittels vollstandiger Induktion kann auf diese
Weise gezeigt werden, dafl

My (U)yc D

fiir beliebiges n € IN gilt. Hiermit ist das Lemma bewiesen.

A.5 Markovs Formeln

Markovs Formeln sind eine direkt Folge von Newtons Differenzenformel, man fin-
det sie zum Beispiel in [27] auf Seite 883. Gegeben sei eine (n + 1)-mal stetig
differenzierbare Funktion f, ein Punkt a¢ im Definitionsgebiet und ein Abstand
h € R. Dann wird die folgende Notation eingefiihrt:

a, = ap + ph fo = flap) = f(ag + ph) (A.6a)

und

A, = A =Afo) = a1 — fa
Ai = A7lz+1 - Arlz = far2e = 2fns1+ fu
Ai = Ai+1 - Ai = futs = 3fnr2 + 3fnv1 — fn (A.6D)

' k
_ _ -k
A= AR AR 1=z<—1>ﬂ( . )fm.

i=0 J

Newtons Differenzenformel besagt dann:

f(ao—Irph):foerAo—l—(g>A§+...+<Z>A8+Rn (A.7a)

mit

R, = /a“n f(n+1)%dt = %]P(nﬁ-l)@)’ ao < & < ay, (A.7h)
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Durch Ableiten dieser Formel ergeben sich dann die Formeln von Markov:

1
h

2p—1 3p2—6p+2 3 d p n /
le—l—iAO—l—TAo—i—...—l—d—p n Af| + R,

f'(ag + ph) = 5
(A.8a)

mit

Rgzh"f<"+1><f>i< p )*h"“< ; )%ﬂ"”(&), @ <& <a,

dp n+1 n-+1
(A.8Db)
woraus sich im einzelnen ableitet:
1 1 1
11 5
BRI = AF = A+ A SAY
3 7 15
R = AR SO0+ AT - AL (A.8c)
17 7
A Aj =200+ AF = SAT+
5 25 35
RIS = A= 50+ TA - AT+

A.6 Symmetriereduktion

In diesem Abschnitt soll kurz erldautert werden, wie der Begriff der Symmetriere-
duktion streng mathematisch zu verstehen ist. Die Ausfithrungen orientieren sich
vom Ansatz her an den Arbeiten von Cvitanovi¢ und Eckhardt [28] sowie Robbins
[29], sind jedoch auf die gegebene Situation zugeschnitten.

Sei I' eine topologische Mannigfaltigkeit (der Phasenraum) und M : I' — T
eine beliebige stetige Abbildung (die Dynamik). G(M) C C°(T,T) sei die Menge
aller Symmetrien von M, das heift fiir alle g € G(M) gilt:

goM = Moyg. (A.9)
Satz A.3 G(M) ist eine Gruppe beziiglich der Komposition.

Beweis:

Da G(M) eine Teilmenge der Gruppe C°(T',T') ist, geniigt es zu zeigen, dafl
G (M) beziiglich der Komposition abgeschlossen ist und die Eins enthélt, das heifit,
dafl G(M) eine Untergruppe von C°(T',T') ist. Es gilt

idr o M = M o idr;
folglich ist idr € G(M). Seien nun gy, g, € G(M), dann gilt:
(gr092) 0o M =gyo(Mogs) =Mo(gog);

also ist g 0 go € G(M).



Anhang A. Mathematischer Anhang 169

O

Bevor die Symmetriereduktion definiert werden kann, sind zunéchst einige Be-
griffe aus der Algebra notwendig. Im folgenden sei G eine beliebige Gruppe mit
neutralem Element e und P eine beliebige Menge. Die nachfolgenden Definitionen
und Sétze orientieren sich an der gingigen Literatur (zum Beispiel [30]).

Zunichst sollen ohne viel Erlduterung kurz die Begriffe der Aquivalenzrelation
und der Aquivalenzklasse wiederholt werden:

Definition A.4 Fine Relation ~ auf einer Menge P heifit Aquivalenzrelation,
wenn sie die folgenden drei Figenschaften erfillt:

(a) a ~ a fir alle a € P (Reflezivitdt)
(b) a~b= b~ a fir alle a,b € P (Symmetrie)
(c) a~bb~c=ar~c firalea,b,ce€ P (Transitivitit) .
Definition A.5 Die Menge
7] ={a € P;a~z}
heift Aquivalenzklasse zu = € P. Die Menge aller Aquivalenzklassen von P wird
mat
Pf ~={[z];z € P}
bezeichnet. Die Abbildung
m:P— P/~ x|z
heifit kanonische Projektion von P auf P/ ~.

Nun soll kurz gezeigt werden, wie sich aus einer geben Gruppe eine Aquiva-
lenzrelation ergibt. Hierzu ist der allgemeine Begriff der Operation einer Gruppe
auf einer Menge notwendig.

Definition A.6 Die Operation einer Gruppe G auf einer Menge P ist eine Ab-
bildung o : G x P — P (als Abkiirzung werde g(p) = a(g,p) geschrieben), die die
folgenden Bedingungen erfiillt:

(a) e(p) = p fir allep € P
(b) (¢ - 9)(p) = 4'(9(p)) fiir alle g,¢' € G und alle p € P.
Definition A.7 Die Menge
G-p={9(p);g € G}

heifst die Bahn von p € P unter der Operation von G auf P.
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Satz A.4 Sei G eine beliebige Gruppe, die auf der Menge P operiert. Dann ist
die Relation

p1~ps < (g € G mit g(p1) = p2)

eine Aquivalenzrelation und die Aquivalenzklasse von p ist die Bahn von p, das
heifst
[l =G-p.

Beweisskizze:

Es miissen alle drei Bedingungen aus Definition A.4 nachgerechnet werden.
Die Bedingung der Reflexivitit ist identisch mit der Bedingung, dafl e(p) = p
fiir alle p € P gilt. Die Symmetrie und Transitivitdt ergeben sich direkt aus
(g-h)(p) = g(h(p)). Die Definitionen fiir die Aquivalenzklasse und der Bahn sind
nach Definition identisch.

O

Hiermit sind bereits alle mathematischen Hilfsmittel fiir eine Symmetriereduk-
tion gegeben. Offenbar ist die Menge G(M) der Symmetrien von M eine Gruppe,
die auf dem Phasenraum I' operiert — die Elemente von G(M) sind ja Abbil-
dungen von I' nach I' und erfiillen trivialerweise die in Definition A.6 geforderten
Eigenschaften.

Damit ist dann aber auch in der besprochenen Weise eine Aquivalenzrelation
~ gegeben, bei der alle Punkte fiir “dquivalent” erklart werden, zwischen denen
eine Symmetrie aus G(M) vermittelt. Mit anderen Worten, die Aquivalenzklasse
eines Punktes p € I" besteht aus allen Punkten, die zu p symmetrisch sind.

Man definiert die Symmetriereduktion der Abbildung M unter der Symmetrie-
gruppe G(M) nun wie folgt:

M.:T/~=T/~ | pr(moMor 1)(p). (A.10)

Dabei soll M., als symmetriereduzierte Abbildung von M bezeichnet werden. Es
ist zu beachten, dafl die kanonische Projektion 7 zwar surjektiv, jedoch nicht
injektiv ist (es sei denn, G(M) bestiinde nur aus der Eins); das heifit, es mufl
die Wohldefiniertheit des obigen Ausdrucks gezeigt werde. Es ist a priori noch
gar nicht klar, ob die verschiedenen Urbilder 7~!(p) auch tatsiichlich auf dasselbe
abgebildet werden.

Beweis der Wohldefiniertheit von (A.10):

Sei p € I'/ ~ gegeben. Seien p; und ps zwei verschiedene Urbilder von p unter
7, das heiit w(p1) = [p1] = p und w(p2) = [p2] = p. Dann ist zu zeigen, dafl
(o M)(py1) = (m o M)(p2) gilt.
Zunichst folgt aus [pi] = [pa], daBl p; ~ py gilt. Folglich gibt es ein g € G(M) mit
g(p1) = p2. Damit gilt aber

M(ps) = (M o g)(p1) = (g0 M)(p1) = g(M(p1)),
also M(p1) ~ M (py), woraus sofort folgt, dal (M (p1)) = m(M(p2)) gilt.
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Die ndchtlichen Sterne sind nicht deshalb weniger
schon, weil wir jetzt ihre Entfernung und
Grdfie messen und thre Ausmafe und ihr
Alter berechnen kinnen.
COLIN RENFREW

In diesem Anhang soll eine kleine Zusammenstellung der — entsprechend dem
dstethischen Empfinden des Autors — schonsten Orbits gegeben werden. Samtli-
che Parameter, die notig sind, um diese Orbits zu reproduzieren, werden zwar mit
angegeben, sollen hier allerdings keine sonderliche Bedeutung haben.

Die Abbildungen B.1 bis B.6 zeigen Orbits von M (=) -, im Grenzfall 5 = 0.
Man beachte, dal die Dynamik hier nicht entsprechend (1 15) skaliert ist und die
Abbildungen somit gegeniiber denen in Kapitel 4 leicht verzerrt sind.

Abbildungen B.7 bis B.9 zeigen Orbits der vierdimensionalen Abbildung
Ma,ﬁ,fAl fir0< g < 7T/2

In Abbildungen B.10 und B.11 sind zwei Phasenportraits von M, C(Y }Pl
skaliert) fiir zwei quasikristalline Fille gezeigt.

Abbildung B.12 und B.13 zeigen jeweils einen Orbit von Maﬁ, #p, iM Sinne von
(6.22), das heifit von M, g f,, in der Skalierung (6.21). Da in beiden Fillen jedoch
q # 4 gewihlt wurde, kann die Dynamik nur auf R? x [—1/2,1/2]? betrachtet
werden. (Die Translationssymmetrien in der (z, u)-Ebene wurden ja nur fiir ¢ = 4
nachgewiesen.)

Es konnen léingst nicht alle Bilder gezeigt werden, die sich bei der Ausarbei-
tung als interessant erwiesen haben. Man erhélt jedoch einen Eindruck davon, wie
reichhaltig die Dynamik des hier betrachteten Systems ist.

(nicht

171
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Abbildung B.1: Orbit fiir ¢ = 6, K = 1 und b = 0.4. Startwerte g = 0 und uy = 1.
30000 Iterationen.

5-0 T T T T I T T T T I T T T T | T T T T

25 .

—25 —

—5.0 I I I I | I I I I | I I I I | I I I I

Abbildung B.2: Orbit fiir ¢ = 5.6, K = 1 und b = 0.1. Startwerte o = 0 und
ug = 1.42. 30000 Iterationen.
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10 T T T T
5 — ]
-5+ |
_10 | | | | | | | | |
—20 —10 0 10 20
T

Abbildung B.3: Orbit fiir ¢ = 9, K = 1 und b = 0.01. Startwerte zy = 0 und
ug = 0.01. 30000 Iterationen.

12 T T T T T T T T
6 — ]
U 0 —
-6+ _|
—12 | | | | | | | | | | |
—12 —6 0 6 12
T

Abbildung B.4: Orbit fiir ¢ = 4.85, K = 1 und b = 0.01. Startwerte o = 0 und
ug = 0.31. 30000 Iterationen.
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_19;0 | —30 | (l) | 1|0 | 2:0
T

Abbildung B.5: Orbit fiir ¢ = 8, K = 1 und b = 0.02. Startwerte zy = 0 und
ug = 0.01. 100000 Iterationen.

1 0 T T T T | T T T T | T T T T | T T T T

Abbildung B.6: Orbit fir ¢ = 7, K = 1 und b = 0.01. Startwerte zo = 0 und
ug = 0.01. 50000 Iterationen.
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Abbildung B.7: Orbit fir ¢ = 4, K =1, § = /2 — 0.1 und b = 2. Startwerte

xo =0, up = 6, yo = 0 und vy = 3.1. 30000 Iterationen.
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1 5 T T T T I T T T T I T T T T | T T T T
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Abbildung B.8: Orbit fir ¢ =4, K =1, § = /2 — 0.1 und b = 2. Startwerte
xo =0, up = 10, yo = 0 und vy = 3.1. 30000 Iterationen.



Anhang B. Bilderbuch 177

2 0 T T T T T T

10

—10} 4

—20 I | |
—15 —10 —9 0 5! 10 15
X
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Abbildung B.9: Orbit fiir ¢ = 4.85, K =1, § = 0.0014 und b = 0.01. Startwerte
xo =0, up = 0.31, yo = 0 und vy = 0.1. 50000 Iterationen.
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Abbildung B.11: Phasenportrait fiir ¢ = 8 und K = 0.1.
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0.50 T T T T I T T T T I T T T T | T T T T
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Abbildung B.12: Orbit fiir ¢ = 5, f = 0.78 und K = 0.3. Startwerte zy = 0,
ug = 0.25, yo = 0 und vy = 0.2. 50000 Iterationen.
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0.25 i

v 0.00 - .

—0.25 - i

_0‘5—00.50

Abbildung B.13: Orbit fiir ¢ = 6, f = 0.4 und K = 0.8. Startwerte xy = 0,
ug = 0.3, yo = 0 und vy = 0.35. 50000 Iterationen.
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